ELEMENTOS DE ESPACIOS TOPOLOGICOS BORROSOS

Renato Cesar Scarparo

0 - INTRODUCCION

Las Teorias Fuzzy se inician en 1965 con la memoria "Fuzzy Sets"
de L. A. Zadeh. En efecto, la publicacién de Zadeh fue el disparador
de un proceso explosivo de teorias fuzzy y sus aplicaciones a los
diferentes campos del saber. Los estudiosos del tema, consideran
que la razéon principal de este fenémeno, es que las teorias fuzzy
posibilitan un tratamiento matematico de la imprecisiéon del mundo
real sin obviar esa imprecision, tal cual lo prueba la eficacia de
dichas teorias para modelizar procesos de discurso, de percepcion,
de subjetividad, de mercado etc.., todos ellos caracterizados por la
incertidumbre y/o una insuficiente experimentacion, que impiden
el uso de los métodos clasicos. Este caracter de aplicabilidad,
evidentemente ha sido y es, el motor mas poderoso que ha
impulsado e impulsa el desarrollo de estas teorias, pero de ninguna
manera el Unico, pues a €él se ha sumado el puro interés
cognoscitivo, propio de las ciencias basicas, y que en forma natural
ha motivado y motiva, el rigor y la excelencia matematica en el
desarrollo de las diferentes ramas, ya sean Teoria de Conjuntos
Fuzzy, Logica Fuzzy, Topologia Fuzzy, Algebra Fuzzy, Aritmética
Fuzzy, Analisis Fuzzy, etc....

A pesar del interés que despiertan los logros en este nuevo campo
matematico, las limitaciones de esta exposicion nos condicionan a
una introduccién breve, razén por la cual nos limitaremos a
explicar que su objetivo principal es servir, a las lineas de
investigacién y desarrollo enmarcadas en el CIMBAGE, presentando
con rigor aceptable, a los investigadores y estudiantes de sistemas
econémicos fuzzy algunos principios de la Topologia Fuzzy, la que,
desde el punto de vista utilitario, constituye una herramienta
matematica que cumple en el campo de los sistemas econémicos
fuzzy una funcién equivalente a la que cumple la Topologia en el
estudio de los sistemas econémicos clasicos.
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1 - CONJUNTOS FUZZY

En este escrito mantendremos una notacion usual, hay varias,
tanto para los objetos y relaciones fuzzy como para los no fuzzy, en
consecuencia, en gran parte, algunos lectores la encontraran
familiar, pero como esta exposicion es de caracter inicial, toda
notacion que se refiera a conceptos fuzzy sera debidamente
explicitada como asi también toda notacién que se refiera a objetos
o relaciones no fuzzy y que a nuestro entender puedan complicar
innecesariamente la claridad del texto.

A tal efecto comenzamos precisando que anotaremos con R a los
numeros reales, con Q a los numeros racionales, con Z a los
numeros enteros, con N a los numeros naturales, y con I al
intervalo [0, 1] ={x € R / 0 £ x < 1}. Asi mismo en general, vale
decir salvo excepciones definidas explicitamente, anotaremos:

a) los conjuntos fuzzy, con las primeras letras mayutsculas, por
ejemplo A, B, C,...,

b) los conjuntos ordinarios, con las ultimas letras mayusculas, X,
Y, Z, con los tildes que convengan,

c) las familias de conjuntos fuzzy con letras, griegas mayuasculas,
por ejemplo B, X, T,... o a veces, por razones de claridad
tipografica, con Zurich Calligraphic, por ejemplo A, B, P,...,d) los
valores que toman los puntos fuzzy en sus soportes con letras
griegas minusculas por ejemplo A, U, v, etc...

DEFINICION 1.1. Dado un conjunto X no vacio, llamaremos
conjunto fuzzy en X, o también, mas propiamente, subconjunto
fuzzy en X, a toda aplicaciéon: A : X — [0, 1].

¢ Para cada x € A el valor A(x) se llama el grado de pertenencia de x
en el conjunto fuzzy A, y el conjunto {x € A / A(x) > 0}, se llama el
soporte de A y se anota sop A.

e Los conjuntos fuzzy que toman Unicamente los valores O o 1 se
llaman conjuntos fuzzy caracteristicos o conjuntos fuzzy crestas, en
especial el conjunto fuzzy caracteristico que para todo x € X toma el
valor 1 se lo anota 1y, y el conjunto fuzzy caracteristico que para
todo x € X toma el valor O se lo anota 1. No obstante la vigencia de
esta notacion es frecuente encontrar en otros textos que el
conjunto fuzzy 1y se anota con X o con 1y que el conjunto 1g se
anota con & o con O.
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¢ El conjunto de subconjuntos fuzzy en X, clasicamente se anota
con IX y en la literatura especificamente fuzzy también con Pg(X) o
F(X). Asimismo el conjunto de conjuntos fuzzy en X diferentes a 1g,
o sea Pp(X) - {1gj}, se anota Py g(X) o Fp(X).

DEFINICION 1.2. Sean X un conjunto no vacio, K un conjunto de
indices y A = (Ap)ke K una familia de conjuntos fuzzy en X.
Entonces definimos respectivamente su unién, que anotamos U
{Ar/k € K} 0 UA, y su interseccion, que anotamos N{Aj/k € K} 0 NA,
por:

(VA) . x=(U{Ax /keK}).x=sup{Ar(x)/keK}
para todo x € X

(MA) . x=(Nn{Ax /keK}).x=inf{A (x)/ ke K}
para todo x € X

DEFINICION 1.3. Sean X un conjunto no vacio y A un subconjunto
fuzzy en X. Se llama complementario de A y se anota A€ al conjunto
fuzzy en X tal que para todo x € X,

AC(x) =1 - A(x).

DEFINICION 1.4. Sean A y B dos conjuntos fuzzy en X, diremos que
A esta contenido en B, y anotaremos

A c B, sipara todo x € X, A(x) < B(x).

DEFINICION 1.5. Diremos que un subconjunto fuzzy P en X es un
punto fuzzy en X, si existe x € X tal que, sop P = {x}.

¢ Si P es un punto fuzzy en X tal que sop P = {x} y P(x) = A, entonces
a P también se lo anota con x; o con (x, A).

e Al conjunto de puntos fuzzy en X se lo anota con Pt (IX).

DEFINICION 1.6. Diremos que un punto fuzzy x) en X pertenece a
un conjunto fuzzy A en X, y anotaremos x) € A, si A < A(x).
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DEFINICION 1.7. Sea f: X — Y una aplicacién de un conjunto X en
un conjunto Y. Para cada conjunto fuzzy A en X llamaremos imagen
de A mediante f, y anotaremos f(A), el conjunto fuzzy en Y tal que
paracadaye,

fla).y=0si fly)=@ y fA).y=sup{AK / xefl(y)}
si liy)20

DEFINICION 1.8. Sea f: X — Y una aplicacién de un conjunto X en
un conjunto Y. Para cada conjunto fuzzy B en Y llamaremos imagen

inversa de B mediante f, y anotaremos f‘l(B), el conjunto fuzzy en
X tal que para cada x € X, f‘l(B) . x = B(f(x)).

PROPOSICION 1.9. Sea f: X —» Y una aplicaciéon de un conjunto X
en un conjunto Y entonces se verifican las siguientes
proposiciones:
1.9.1. Para todo punto fuzzy x) en X, f(x)) = (f(x), A) = (f(x)) ).
1.9.2. Para todo B € IYy para todo x) € f‘l(B), f(xy) € B.
1.9.3. Para todo A € IX, Yu € f(A) sii existe x) € Atalque A= y
flx) =y.
1.9.4. Para todo B e IY, f (f‘l(B)) c B, y se da la igualdad si f es
sobreyectiva.
1.9.5. Para todo A € IX, A c f‘l(f(A)), y se da la igualdad si f es
inyectiva.
1.9.6. Paratodo A1, Age X, si A1 c Ag entonces f(Aq) c f(Ag).
1.9.7. Para todo Bq, Bge 1Y, si B1 c By entonces f‘l(Bl) c f‘l(BQ).
1.9.8. Siparatodok e K, Bye IY, entonces:

FlUiBk/ ke Kj=u{f By /ke K ¥y

1 {Bg / ke K}) =n{f1(By) / ke K.
1.9.9. Siparatodoke K, Aye IX, entonces:

flolAg [ ke K)=u {f(Ay) / ke K}y

fn Ay / ke K) c n{flAy) / ke Ky

fin{Ax / ke K}) = n{f(Ay) / k € K} sifes inyectiva.
1.9.10. Para todo B e IY, £~1(BC) = (-1(B))C.
1.9.11. Para todo A e IX, f(AC) = (f(A))C si f es biyectiva.

Demostracion: Omitiremos la demostracion pues se obtiene
mediante la aplicacién directa de las definiciones lo cual sirve como
ejercicio para el lector.
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2 - ESPACIOS TOPOLOGICOS FUZZY

DEFINICION 2.1. Sea X un conjunto no vacio. Una familia de
subconjuntos fuzzy en X,

T=1{Gy e X / k € K}, es una topologia fuzzy de X si verifica los
siguientes axiomas:

T.1. 1pe T.

T.2. IxeT.

T.3. Paratodo JcK,u {Gj /jedieT.

T.4. Paratodo k,je K, Gy n Gj e T.

DEFINICION 2.2. Se llama espacio topologico fuzzy, a todo par (X, T)
donde X es un conjunto y T una topologia fuzzy de X.

DEFINICION 2.3. Los elementos de una topologia fuzzy T de X, se
llaman conjuntos fuzzy T-abiertos, o cuando no hay lugar a
confusioén, fuzzy abiertos o simplemente abiertos, o también,
haciendo referencia al espacio topolégico fuzzy (X, T), fuzzy abiertos
de (X, T) o abiertos de (X, T).

e Si Ty T* son topologias fuzzy de X, entonces se dice que T es
menor que T* o menos fina que T* o respectivamente que T* es
mayor que T o mas fina que T, si Tc T*. En otras palabras, T es
menor que T*%, si cada conjunto fuzzy T-abierto es T*-abierto. Como
la relacion de inclusién es una relaciéon de orden parcial' dos
topologias fuzzy T y T* pueden no ser comparables, vale decir
ninguna de las dos mas fina que la otra, pero sin embargo existe
una topologia fuzzy maxima y una topologia fuzzy minima, llamadas
respectivamente topologia fuzzy indiscreta (trivial o cadtica) y
topologia fuzzy discreta. La topologia fuzzy indiscreta de un
conjunto X es el conjunto de conjuntos fuzzy, Tq = { 1g;, 1x }, y la
topologia fuzzy discreta de X es el conjunto de todos los conjuntos
fuzzy en X, vale decir el conjunto Tj = 1X. Consecuentemente a todo
espacio topologico fuzzy cuya topologia fuzzy es la indiscreta se lo

" Un orden parcial "<" en un conjunto X, es una relacion binaria definida entre sus
elementos que verifica las siguientes condiciones: P.1: Para todo x € X, x < x, (Reflexiva).
P.2:Six<z y zsx, entonces x =z, (Antisimétrica). Six Sz y z s w, entonces x S w,
(Transitiva).
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llama espacio topolégico fuzzy indiscreto y respectivamente a todo
espacio topolégico fuzzy cuya topologia fuzzy es la topologia fuzzy
discreta se lo llama espacio topolégico fuzzy discreto.

EJEMPLOS 2.4.

e Sea 1, la familia de conjuntos abiertos de R, donde R
naturalmente es el conjunto de los nimeros reales, recordemos que
dicha familia esta definida por:

Ty = {G c R/para cada x € G existe € > O tal que el intervalo
(x — &, x+ €) c G}, entonces la familia de conjuntos fuzzy,
Ty =1{1g / G € 1}, es una topologia fuzzy de R.

En efecto verificaremos sucesivamente las propiedades T, Ty, T3y Ty4.

T.1.y T.2. Como obviamente R, & son abiertos, vale decir como R,
& € 1, por definicion tenemos que 1y, 1gje Ty,.

T.3. Si para todo k € K, 1gk € Ty, entonces, por definicion, para

todo ke K, G k¢ Ty, Y como la union de una familia de conjuntos

abiertos de R es un conjunto abierto de R, tenemos que

) {Gk/ k € K} € 1y, por lo tanto lu{Gk / ke K€ Ty, y como
lu{Gk/ke K =uvilgk/ ke K}

resulta finalmente que U{lgk / ke K} e Ty;.

T.4. Si 1gk,1gj € T entonces, por definicion, G k, Gl e Ty, luego,
como la interseccion de dos conjuntos abiertos de R es un conjunto
abierto de R, tenemos que G kGl e Ty, porlo tanto 1gkngje T
w Y como 1gk ~ gi = 1gk N 1gj ’ resulta finalmente que

le N lGj e Ty

¢ El ejemplo anterior es un caso particular del siguiente: Si (X, 1) es
un espacio topolégico’ entonces la familia de conjuntos fuzzy en X,
T={1g / G € 1}, es una topologia fuzzy de X y por lo tanto {X, T} es
un espacio topolégico fuzzy.

% Dado un conjunto X se llama topologia de X a todo conjunto T de partes de X que
verifica las siguientes proposiciones: T.1: X e T. T.2: & e T. T.3: Para todo J c K, U
{Gj /j € J} € T. T.4: Para todo k, j e K, G 0 G; € T. Y se llama espacio topologico a
todo par (X, T) donde X es un conjunto y T una topologia de X. Observe el lector la
identidad formal entre las definiciones de topologia y toplogia fuzzy y las de espacio
topologico y espacio topoléogico fuzzy.
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DEFINICION 2.5. Dado un espacio topolégico fuzzy (X, T), se llama
conjunto fuzzy T-cerrado, o cuando no haya lugar a confusion fuzzy
cerrado o simplemente cerrado, a todo conjunto fuzzy B en X tal
que B€ € T, o sea tal que su complementario es un fuzzy abierto. Al
conjunto de los conjuntos fuzzy T-cerrados se lo anota Cr.

PROPOSICION 2.6. Sean (X, T) un espacio topolégico fuzzy y A un
subconjunto fuzzy en X. Entonces A es un fuzzy abierto de (X, T) si
para todo x) € A, existe un fuzzy abierto G de (X, T) tal que,

x) € G CA.

Demostracion: Si A € T entonces para todo x) € A existe G € T tal
que x) € G c A, obviamente tal es el caso para G = A.
Reciprocamente, si para todo x) € A, existe un fuzzy ablerto G(x, MeT
tal que x) € G(x X) C A, entonces, como A =U {X) € X / x), € A},
tenemos que: A=uU {G(x, ) / x) e Al,yporT.3,Ae T.

DEFINICION 2.7. Sean (X, T) un espacio topolégico fuzzy e Y c X,
al par (Y, T| y) se le llama subespacio topolégico fuzzy de (X, T).

DEFINICION 2.8. Sean (X, T), (X*, T*) espacios topologicos fuzzy y
f: X - X* una aplicacién. Se dice que f es una aplicaciéon fuzzy-
continua de (X, T) en (X*, T*), si para cada conjunto fuzzy G* € T* se
tiene que G*ofe T

PROPOSICION 2.9. Sean (X, T), (X*, T*) espacios topologicos fuzzy,
f: X - X* una aplicacién fuzzy continua de (X, T) en (X*, T*) e Y c X.
Entonces, f] y : Y — X*, es una aplicacion fuzzy continua de (Y, T| y)
en (X*, T*).

Demostracion: Obvia.

PROPOSICION 2.10. Sean (X, T), (X*, T*) espacios topolégicos fuzzy,
f: X - X* una aplicacién fuzzy continua de (X, T) en (X*, T*) e Y*c X*
tal que f(X) c Y*. Entonces

f: X = Y*, es una aplicacion fuzzy continua de (X, T) en (Y*, T* y+).

Demostraciéon. Obvia.
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3 - T-ENTORNOS

DEFINICION 3.1. Sean (X,T) un espacio topologico fuzzy y x)e Pt(IX).
Se llama fuzzy T-entorno de x;), o cuando no haya lugar a confusion
fuzzy entorno de x; o simplemente entorno de x), a todo
subconjunto fuzzy A € X que admite la existencia de un conjunto
fuzzy G € T tal que, x) € G C A.

DEFINICION 3.2. Sean (X, T) un espacio topolégico fuzzy y
X) € Pt(IX). Se llama el sistema o la familia de entornos de x) y se
anota Np(xj), o también N(x)) cuando no hay lugar a confusion, el
conjunto de todos los entornos de x;.

PROPOSICION 3.3. Sean (X, T) un espacio topolégico fuzzy y A € IX,
entonces, A € T si paratodo x) € A, A € N(xj).

Demostracion: Si A € T entonces, para todo x) € A existe G € T (el
mismo A) tal que x) € G c A. Por lo tanto, para todo x) €A, AeN(x)).
Reciprocamente, si para todo x) € A, A € N(x)) entonces, para todo
X) € A existe G(x, A) € T tal que x) € G(x, A) © A.

Luego como A=uUfx) / x) € A} C u{G(X, ) / X € A} CA,
tenemos que A = U{G(X,X) / X, €A}, en consecuencia por 2.1, T. 3, A €T.

TEOREMA 3.4. Sean (X, T) un espacio topologico fuzzy y x) € Pt(IX),
entonces la familia de entornos N(x)) verifica las siguientes
propiedades:
E.1. SiU e N(xj) entonces x;) € U.
E.2. SiUj, Uy e N(x)) entonces U N Uy € N(x).
E.3. SiUe N(xj)) y UcVentonces Ve N(xp).
E.4. SiU e N(xj) entonces existe V eN(x;) tal que para todo

Yu eV,Ue N(yu).
Demostracién:
E.1.) Evidente.
E.2.) Si Uy, Uy € N(x)) entonces existen dos conjuntos fuzzy
abiertos Gq, Gy tales que x) € G; < Uy y x) € Gy < Uy, por lo
tanto x) € G1 N Gg < Uy n Uy. Luego como por 2.1, T.4, G1nGy €T
tenemos que Uj N Uy € N(x).
E.3.) Evidente.
E.4.) SiU e N(xp) entonces existe V € T tal que x) € V c U. Como V
es un fuzzy abierto, por la proposicion 3.3, tenemos que para todo y,, € V;

\Y eN(yu), por lo tanto, V eN(xj) y (como VcU) para todo Yue VvV, U EN(YH)
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TEOREMA 3.5. Sean X un conjunto y E: Pt(IX) - PO(IX), una
aplicacion tal que para todo punto x) € Pt(IX) cumple las
siguientes proposiciones:

E.1. SiU e E(x)) entonces x) € U.

E.2.  SiUjq, Ug e E(x)) entonces Uy N Uy € E(xp).

E.3. SiUce€ E(x)) yUcVentonces V e E(x)).

E.4. Si Ue E(x)) entonces existe Ve E(x)) tal que paratodoy
= V,Ue E(y“).

Entonces existe un unica topologia fuzzy Tg en X tal que para todo
x € X, E(x) = N(x).

Demostracion: Sea Tg = {G € X / para todo x) € G, G e E(x))}.
Veamos que T es una topologia fuzzy en X.

T.1.) 1y e Tg, obvio.

T.2.) Sea x) € 1y, entonces si U € E(x)), como U c 1y, tenemos
por E.2. que 1x e E(x) ), porlo tanto 1x € Tg.

T.3.) Si para todo keK, GreTg entonces para todo xjeu {Gy/keK}
existe k(A) € K tal que, x) € Gk(?») e E(x)). Como obviamente para
todo k € K. ka c U{Gy /k € K}, por E.3 tenemos que, si para todo
keK, GyeTE entonces para todo x)eU{G|/keK},U{G/keKi€E(x)) o
sea UG / ke K} € TE.

T.4.) SiGq, Gy e Tg entonces para todo xje (G1 N Gg), G1e E(x))
y Go € E(x)). Luego por E.2, si Gy, Gy € Tg entonces para todo

x) € (G nGog), G NnGg € E(xp) 0 seaG] N Gg € TE.

Ahora veremos que para todo x) € Pt(IX), E(x)) es el sistema de
entornos N(xy) en (X, Tg). En efecto, si U e N(xj) entonces existe
G e Tg tal que x) € G < U. Como G € E(x)) y G c U, resulta por E.3,
que U e E(x)), luego N(x3) < E(x)). Reciprocamente, si U € E(x)) sea
G={yyeU / Ue E(yu)}.
Como: a) G c U,

b)x) € G,pues U e E(x)) y

c) G € Tg, ya que, si yu€ G entonces por definicién U € E(yu),
y en consecuencia por E.4, existe V e E(yu) tal que para todo zy € V,
Ue E(zn), por lo tanto existe V e E(YM) talque Vc G, o sea G e Tg.

Luego por a), b) y c¢) tenemos que G < N(x;), lo que conjuntamente
con lo demostrado en la primera parte nos da la igualdad E(x)= N(x).

La unicidad de la topologia Tg es consecuencia de la Proposicion3.3
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4 - BASES Y SUBBASES

DEFINICION 4.1. Sea (X, T) un espacio topolégico fuzzy. Se dice que
una familia B = (By)y ¢ g de conjuntos fuzzy en X es una base de T
si se verifican las siguientes proposiciones:

4.1.1. Paratodoke K,Bie T.
4.1.2. Paratodo G € T, existe J c K tal que G = U{By / k € J}.

EJEMPLOS 4.2.

e Para todo espacio topolégico fuzzy (X, T) la topologia fuzzy T es
una base.

e Si (X, 1) es un espacio topolégico y B es una base’ de 1 entonces,
la familia B ={ly / Y € B} es una base fuzzy de la topologia
fuzzy T={ly /Y e 1.

e Si (X, Tq) es un espacio topologico fuzzy discreto obviamente
Bi=fx) /xeXyhle (0,1} yBy=1{x) / xe XyAle (0, 1)}, son
bases de Tg.

DEFINICION 4.3. Se dice que un espacio topolégico fuzzy verifica el
Segundo Axioma de la Numerabilidad si admite la existencia de una
base numerable.

DEFINICION 4.4. Sea (X, T) un espacio topolégico fuzzy. Se dice que
una familia X = (Si) kg de conjuntos fuzzy en X, es una subbase
de T si la familia

B(Z) ={n{Sk / ke F} / F € PO(K)} es una base de T.

e De acuerdo a lo usual, hemos anotado con PO(K), al conjunto de
partes finitas del conjunto K.

e Si Y es una subbase de T entonces:

T={U{{Sy / ke H /He JyJ c POK).

? Dado un espacio topoldgico (X, 1), se dice que una familia f={Y;. / k € K}, de partes de
X, es una base de tsii: 1°) Para todo k € K, Y} € 7. 2°) Para todo Z € 7 existe J c K tal
que, Z={Yy / k € J}.
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PROPOSICION 4.5. Sean (X, T) un espacio topolégico fuzzy,
B = (Bk)k ¢ kK una base de la topologia fuzzy T e Y c X. Entonces
B|Y = {Bk|Y / k € K}, es una base de la topologia fuzzy T|Y
inducida por Ten Y.

Demostracion:

4.1.1. B|YCT|YpuesBcT.

4.1.2. Para todo G e T| y existe Ae Ttalque G=An ly. Como
A=uU{By / ke J c K} se deduce que; G = U{Bk|Y/ke Jc K

PROPOSICION 4.6. Sean (X, T) un espacio topolégico fuzzy,
2= (Si)ke K una subbase de T e Y&X. Entonces Z|ly={(Si|y)ke k/ ke K},
es una subbase de la topologia fuzzy T | y inducida por Ten Y.

Demostracion: Como

B(Sly) = iniSily / k€ F} / F e PO(K)} = {(n{ Sk / k € Fl)ly / F € PO(K)}
y como por la Proposicion 4.5, este ultimo es base de Tly, Xy
resulta subbase de T|y.

5 - INTERIOR Y CLAUSURA

DEFINICION 5.1. Sean (X, T) un espacio topolégico fuzzy y A € X
Llamaremos interior de A, y lo anotaremos indistintamente por inty
A, int A, A°, al mayor conjunto fuzzy abierto contenido en A, vale
decir A°=uU{GeT /G cA}L

e Si un punto fuzzy x) € A° se dice que es un punto interior de A.
e Observemos que para todo A € IX, A°e Ty A° c A.

PROPOSICION 5.2. Sean (X, T) un espacio topolégico fuzzy y A € X,
Entonces A e Tsii A°=A.

Demostraciéon: Si A° = A, como A° € T, entonces A e T.
Reciprocamente si A € T, A mismo es el maximo abierto contenido
en AoseaA°=A.

PROPOSICION 5.3. Sea (X, T) un espacio topolégico fuzzy. Si A,
A*e IX y A c A* entonces A° c A*°.
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Demostracion: Como por 5.1, A° c Ay A° € T, tenemos que A° es
un fuzzy abierto contenido en A* y por lo tanto contenido en su
interior A*°, ya que éste es el maximo conjunto fuzzy abierto
contenido en A*.

TEOREMA 5.4. Sea (X, T) un espacio topolégico fuzzy. Entonces se
verifican las siguientes proposiciones:

I.1. (1x)° = 1x.

I.2. Para todo A € IX, A° c A.

[.3. Para todo A, A* € IX, (A N A%° =A° N A*°,

1.4. Paratodo A e IX, (A°)° = A°.

Demostracion:
I.1. 1xe T por lo tanto (1x)° = 1x.
I.2. Por definicion A° c A.
I.3. Como A° c A. y A* c A* entonces A° N A* c A n A*. Luego
como A° n A*® e T, por definicibn de interior tenemos
A° N A*° c (A n A*)°. Por otra parte como ANA*c Ay An A* c A*
tenemos que

(ANA*°cA° vy (AN A*° c A*°
lo cual implica que, (A N A*° c A° n A*°, y en consecuencia
conjuntamente con lo probado anteriormente tenemos que

(AN A)=A°NnA".

L.4. Como A° € T, por 5.2, tenemos que (A°)° = A°.

TEOREMA 5.5. Sean X un conjunto no vacio y o: X 5 1X una
aplicacién tal que:

8.1.  J(1y) =1x.

8.2. Paratodo Ae IX §(A) cA.

8.3. Paratodo A, A*e IX, §(A N A*) = §(A) N 3(A%).

5.4. Paratodo A e IX §(3(A)) = 5(A).

Entonces existe una unica topologia fuzzy Tg en X tal que para todo
A e 1X §(A) = A°.

Demostracion: Sea Tg = {G € X / 8(G) = G}. Veamos que Tg es una

topologia fuzzy en X.

T.1.  Pord.2, §(1p)clyy, luego 8(1p)=1¢y, y en consecuencia 1T

T.2. Pord.1, 1x € T

T.4. SiG, G*e Tgentonces §(G) = G y §(G*) = G*. Luego por 4.3,
3(G N G*) =8(G) N §(G*) = G N G*, por lo tanto (G N G*) € Ty
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T.3. Siparatodo k € K, G, € Tg entonces para todo k € K,

Gy = 3(GyJ = 8(G N (VGj / j € K}) = 8(Gl) N 8(UIG; / j € Ky
Luego, G = 8(G) = 8(Gy) N S(U{G /je K)co(uiG; /]e K},
por lo tanto U{Gy. / ke K} < S(U{G]k / k e K}), y por 0.2 entonces,
U{G/k € K} = 8(U{G/k € K})en consecuencia U{Gy € Tg/k € K} € Ts.

Veamos ahora que para toda A e IX, S(A) = A°. Como §( 6(A)) = d(A)
entonces 6(A) € Tg, y como §(A) — A tenemos que J§(A) < A°.
Reciprocamente como A° € Tg, tenemos que

A° = J(A°) = §(A° N A) = §(A°) N d(A) < d(A),
o sea tenemos que A° c 9J(A), que conjuntamente con lo ya
demostrado nos da que, A° = §(A).

Por ultimo la unicidad de Tg resulta de 5.2.

e Debemos aclarar que hemos usado la letra griega & para designar
la aplicacion definida en el Teorema 5.5, con el objeto de mantener
la notacién utilizada en trabajos de Topologia Combinatoria, a los
cuales trataremos en el futuro.

DEFINICION 5.6. Sean (X, T) un espacio topolégico fuzzy y A € X

Llamaremos clausura de A, y lo anotaremos indistintamente por A™,
cl A, clx A, a la interseccion de los conjuntos fuzzy cerrados que

contienen a A, vale decir A" =n{F e C7 / AcCF}.

e Si un punto fuzzy x) € A~ se dice que es un punto de la clausura
de A.

e Observemos que para todo A € IX, ATe CTyAcCA™.

PROPOSICION 5.7. Sean (X, T) un espacio topolégico fuzzy y A € X,
Entonces Ae Ctsii A=A".

Demostracion: Si A~ = A, como A~ € Cg, entonces A € Cr.
Reciprocamente si A € Cp, a mismo es el minimo cerrado que

contiene A o sea A” = A.

PROPOSICION 5.8. Sea (X, T) un espacio topolégico fuzzy. Si A, A* €
X y A c A* entonces A~ c A*".
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Demostracion: Como por 5.6, A*"e Cty A* c A*~, tenemos que A*~
es un fuzzy cerrado que contiene a A y por lo tanto contiene su

clausura fuzzy A™, ya que este es el minimo fuzzy cerrado que
contiene a A .

TEOREMA 5.9. Si (X, T) es un espacio topolégico fuzzy entonces se
verifican las propiedades siguientes:

Cl. (g =1g.

C.2. Paratodo A e IX, AcA.

C.3. Paratodo A, A*e IX, AUA) " =A" UA".
C.4. ParatodoAe IX (A7) =A".

Demostracion:
C.1. Es obvio.
C.2. Resulta de 5.6.

C.3. Como Ac A"y A' c A, entonces A uU A* c A~ U A*, luego,
como A~ U A*” e Cr, tenemos que (AU A*)~ c A~ U A*.
Reciprocamente, como A c A UA* y A*c A UA* tenemos que A" cC(AUA*)~
yA*” c (AU A), y por lo tanto A~ U A* < (A U A*)T, en consecuencia
ATUA"=(AUA').

C.4. Como por 5.6, A~ € Cr, entonces por 5.7, tenemos que (A7)” = A~

TEOREMA 5.10. Sean X un conjunto no vacio y I X 51X, una
aplicacion tal que verifica las siguientes propiedades:

r.i. TI(lg)=1g.

2. ParatodoAe IX Ac I'(A).

I.3. Paratodo A, A* e IX, (A U A¥) = T'(A) U T(A¥).

I.4. Paratodo A e IX T(T(A)) = T(A).

Entonces existe una Unica topologia fuzzy T de X tal que para todo
A e IX| T(A) = clr (A).

Demostracion: Sea Ty = {G € X / T'(1 - G)=1- G}. Veamos que T
es una topologia fuzzy de X.
T.1. Como porI'.2, (1 - 1g) cT'(1 ~1@), y como I'(1-1g) c 1x=1-1g;,
tenemos que, I'(1 — 1) = (1 - 1), por lo tanto 1g e Tr.
T.2.  Como 1 -1x =1g, entonces, I'(1 - 1x) =T (1), luego, por I'.1,
tenemos que I'(1 — 1x) = 1y = (1 - 1x), por lo tanto 1x € Tr.
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T.4. Para todo G, G* € T,
Mi-(GnGH))=T((1-Gu(l-G)=T1-Gul(l-G*=
=(1-Gu(l1-G%=1-(GnG* luego (GNG*) e Tr.

T.3. Siparatodo k € K, Gy € Tr entonces para todo k € K
1 - Gy =T(1-Gy) =T((1 - Gy) U ({1 - Gj) / j € K})) =
=T(1-Gy) UT(N{(1-Gj) /je K) S T(1-TiGj/ € K)
luego, "{(1-Gy) / ke Ki=1-U{Gr / ke KioI'(1 -U{G / ke K}),
y como por I'2, I'(1 - U{Gy / ke K}) D (1 - U{Gy / k € K}), tenemos
que 1 - U{Gy/keK} =T(1 - U{G|/keK}) y por lo tanto U{Gy /keKle T

Veamos ahora que para todo Aely, I'(A) =clT(A). Como I' (I'(A))= T
(A), oseacomoI'(1 —(1-TI(A))=1-(1-TI(A), entonces (1-T(A))
Tr, lo cual equivale a que I'(A)e Cqr, luego como T'(A) o A, tenemos
en primer lugar que, I'(A) D cl(A). Por otra parte como clpr(A) € C
Tr> tenemos en segundo lugar que,
clpr(A) = T(clpr(A)) = T(clpr(A) U A) = T(clpr(A) U T(A) > T(A)

por lo tanto resulta que, T'(A) o cly(A) y clrr(A) o I'(A), o sea que
I'(A) = clr(A). La unicidad de T sigue de 5.7.

¢ Las razones que nos han llevado a utilizar la letra griega I' para
anotar la aplicacién definida en 5.10, son las mismas que las que
motivaron el uso de  en 5.5.

e La demostraciéon del Teorema 5.10, se puede simplificar si se tiene
en cuenta que una aplicacion I X - IX, verificaI''1, .2, .3y .4
sii la aplicacion & IX — IX definida por, 8(A) = (T(AC))C, verifica 8.1,
8.2, 8.3, y 0.4. Pues entonces por 5.5, existe una y solo una
topologia fuzzy Tg, tal que para todo A e IX, d(A) = A°, o sea tal que
para A e IX, (I'(AC))C = A°. Luego por 5.14.1, cuya demostracion es
independiente de 5.10, tenemos que para todo A eIX, (T(A%))C= (AS)7)C,

y por lo tanto para todo A € X, I'(A) = A=, con lo que queda
demostrado 5.10.

TEOREMA 5.11. Sean (X, T) un espacio topolégico fuzzy y A € X,
Entonces se verifican las siguientes propiedades.

5.14.1.A° = ((AS))C.
5.14.2.A~ = ((AS)°)C.
5.14.3.(A7)C = (AS)°.
5.14.4. (A9~ = (A°)C.
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Demostracion: 5.14.1: Sea (Gy)ik ¢ g la familia de los fuzzy abiertos
de (X,T) tales que para todo k €K, Girc A, entonces A°= U{Gy/ k €K},
luego (Gi°) k ¢ k es la familia de los conjuntos fuzzy cerrados de
(X, T) tales que para todo k € K, AC c Gy, por lo tanto

(A€)™ = n{GK° / k € K}, luego por la ley de De Morgan tenemos que,
(M{GC / ke K)€=U{G) / ke K} o sea ((A®)")C = A°

5.14.2. Se demuestra analogamente al 5.14.1.

5.14.3 y 5.14.4. Resultan facilmente de 5.14.1 y 5.14.2.

Definicién 5.12. Sean (X, T) un espacio topologico fuzzy, A e X y
X) € Pt(IX), entonces:

5.12.1. Se dice que x;) es un punto fuzzy frontera de A en (X, T), o
cuando no haya lugar a confusién un punto fuzzy frontera de A o
simplemente un punto frontera de A si, x) € A~ N (A°)™.

5.15.2. Se llama conjunto fuzzy frontera de A en (X, T), o cuando no
haya lugar a confusion fuzzy frontera de A o simplemente frontera

de A, el conjunto A~ N (A®)7, y se lo anota Fr (A).

PROPOSICION 5.13. Sean (X,T) un espacio topolégico fuzzy y Ae IX,
entonces se verifican las siguientes proposiciones:

5.16.1. A~ 5 A U Fr (A).
5.16.2. A~ ¢ A U Fr (A).

Demostracion:
5.16.1. Es obvia.
5.16.2. De esto daremos un ejemplo. Sean X un conjunto no vacio
¥, &, un punto de X. Entonces el conjunto T = {1y, 1g, al/z}, es
una topologia fuzzy de X, como el lector podra verificar
comprobando que dicho conjunto satisface las cuatro propiedades
que definen una topologia fuzzy. Luego si A es el conjunto fuzzy en
X definido por
Ax)=1six#za y Ax)=2/3six=a

Tenemos que como Cr = {1y, 1¢, (al/Q)C} y como (al/Q)C: X —>TIesel
conjunto fuzzy tal que: (al/Q)C. (@) = 1/2 y para todo x #a, (al/Q)C(x)zl,
tendremos que A™ = 1x y (A%~ = (al/Q)C por lo tanto Fr (A):(al/Q)C.
En consecuencia A U Fr (A) es el conjunto fuzzy en X que toma los
siguientes valores:

six#a, AUFr(4).x)=1 y six=a,(AuFr(p). x=2/3
como hemos visto que A~ = 1y obviamente A~ ¢ A U Fr (A).
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DEFINICION 5.14. Sean (X, T) un espacio topolégico fuzzy y A € X,
Se dice que A es denso en 1y sii A™ = 1x.

PROPOSICION 5.15. Sea (X, T) un espacio topolégico fuzzy.
Entonces un conjunto fuzzy Ae X es denso en 1y sii para todo Ge T
tal que G # 1g; G @ AC.

Demostracion: Resulta obvia como aplicacion de 5.8.
e Sugerimos al lector que demuestre las siguientes proposiciones:

1. Si (X, T) es un espacio topolégico fuzzy entonces (X, i5(T)), donde
ig(T) ={sop G / G € T}, es un espacio topologico.

2. Bajo las condiciones establecidas en 1), si un conjunto fuzzy AcIX es
denso en 1y entonces iy(T) es denso en el espacio topolégico (X, iy(T)).

6 - FUZZY CONTINUIDAD

e Si bien en el Capitulo 2. "ESPACIOS TOPOLOGICOS FUZZY',
hemos definido el concepto de fuzzy continuidad y hemos
demostrado algunas propiedades, recién a esta altura de la
presente exposicién contamos con los conocimientos necesarios
para dar la definicién de fuzzy continuidad en un punto, como asi
también para dar otras definiciones de fuzzy continuidad y
demostrar sus respectivas equivalencias.

DEFINICION 6.1. Sean (X, T) y (X*, T') dos espacios topolégicos
fuzzy y f: X - X* una aplicacién. Se dice que f es fuzzy continua en
un punto x) € Pt(IX), sii para todo entorno fuzzy V e Npx(f(x)))
existe un entorno fuzzy U € Np(xy) tal que f(U) c V.

PROPOSICION 6.2. Sean (X, T) y (X*, T*) dos espacios topolégicos
fuzzy y f: X - X* una aplicacion. Entonces f es fuzzy continua si y
solo si f es fuzzy continua en todo punto fuzzy x) e Pt(IX).

Demostracion: Necesidad. Para todo xj € Pt (IX) y para todo
V e N1+2(f(x))) (donde anotamos con Np+4(f(x))), el conjunto de los
fuzzy T*-entornos abiertos del punto fuzzy f(x))) como f fuzzy
continua, f~ 1(V) € N1+4(x)) (suponemos a V un fuzzy T*-entorno
abierto pues se simplifica la demostraciéon sin perder generalidad).
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Luego si anotamos, U = f‘l(V), tenemos que, para todo x) € Pt(IX) y
para todo V € N1+2(f(x))) existe U € Np(x)) tal que f(U) c V, o sea fes
fuzzy continua en todo punto fuzzy x)e Pt(IX).

Suficiencia. Sea G*eT*, para todo x) € f‘l(G*) existe U(x, A) € NT3(x))
tal que f(U(X,;L))CG*. Luego para todo X;Lef_l(G*) existe U(X,?»)E NT3(x))
tal que U(x, A) © f‘l(G*), en consecuencia

-1(G*) UUx, %) / %) € -le c -1(a¥)
o sea, f‘l(G*) = u{U(X, x)/xxe f‘l(G*)}, por lo tanto por T.3, f‘l(G*)eT
PROPOSICION 6.3. Sean (X, T) y (X*, T*) dos espacios topolégicos

fuzzy y f: X - X* una aplicaciéon. Entonces f es fuzzy continua si y
solo si existe una base B* = (B*)c ¢ g de T* tal que para todo k € K,

-1(B4)e T

Demostracion: Necesidad: Si tomamos B* = T* entonces, debido a la

continuidad de f, para todo B' € B*, f‘l(B*) e T. Suficiencia: Para
todo G* € T* existe una familia (B*y)y < J tal que para todo k € J,
B* € B*y tal que G* = U{B*|/k € J}. Luego como

-G = L UB*/k e J) =uf 1 (BY)/ke By uif 1(BYy)/ke T} eT
tenemos que, para todo G* e T* f‘l(G*) € T o sea f es fuzzy
continua.

PROPOSICION 6.4. Sean (X, T) y (X*, T*) dos espacios topolégicos
fuzzy y f: X —» X* una aplicacion. Entonces f es fuzzy continua sii
existe una subbase X* = (S*| ). ¢ k de T* tal que para todo k € K,

1% ) e T.
Demostracién: Necesidad, basta tomar X* = T*. Suficiencia, para
todo G* € T*G* = UniS* / ke J} / J € Hy H c PO(K)}
luego,
-1(G*) = - l{uinS* / ke J} / Je Hy H c PO(K)}| =
=uffl[n{S* / ke J}] /Je Hy Hc PO(K)} =
= Ui 1(S* / ke J} / Je Hy H c PO(K)}
como para todo k € K, f‘l(S*) e T entonces para todo J € H;
m{f‘l(S*k / ke J} e T en consecuencia
1(G*) = Ui 1(S* / ke J} /Je HyHC PO(K)} e T
luego para todo G* € T*, f_l(G*) € Ty por lo tanto f es fuzzy continua.
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PROPOSICION 6.5. Sean (X, T) y (X*, T*) dos espacios topolégicos
fuzzy y f: X - X* una aplicaciéon. Entonces f es fuzzy continua sii se
verifican alguna de las siguientes proposiciones:

6.5.1 Para todo A e I%; flA7) c f(A)~.
6.5.2 Para todo B e IX"; (-1(B))~ < - 1(B").
Demostracién: Primero demostraremos que si f es fuzzy continua
entonces vale 6.5.1. En segundo lugar demostraremos que 6.5.1
implica 6.5.2, y por ultimo en tercer lugar que 6.5.2, implica la
fuzzy continuidad de f.
1°. Por 1.11.5y 5.7 tenemos que, para todo A € X

A c £1(fA) ¢ 1(fA)7), luego como por 5.6, f(A)~ es un
conjunto fuzzy cerrado, por 5.11.3, (f(A)7)¢ es un conjunto fuzzy
abierto y por lo tanto £~1((f(A)7)€) = (f-1(f(A)7))CeT o sea f~1(f(A))eCr
en consecuencia como por definicion A~ es el menor cerrado que
contiene a A tenemos que: A~ C f‘l(f(A)_) y por lo tanto:
flA7) c f(f~ l(f(A)_)) c f(A)7, lo cual implica obviamente que: f(A7) c f(A)~

2°.  Por 6.5.1, para todo B e IX*, fif-1(B)") < f(f-1(B))~ < B, en
consecuencia £~ 1(f(f~1(B)7)) « £~1(B7), y por lo tanto: f~1(B)~ c £1(B).

3°. Para todo x) € Pt(IX) y para todo V € N»&(f(x))) (suponemos
a V un fuzzy T*-entorno abierto, pues se simplifica la demostracién
sin perder generalidad) como V¢ es fuzzy cerrado, vale decir
(VS)~ = VC, tenemos por 2° que f1(VC)~ < - 1((ve)) =1 (V€ o sea
=1(ve)~ c -1(v%), como ademas f1(VC) c f~1(VS)~ tenemos que
=1(ve)~ = £1(v%) y por lo tanto f~1(VO) Ct vale decir lv)e T

. Las proposiciones 6.2, 6.3, 6.4 y 6.5, dan como sintesis el
siguiente Teorema.

TEOREMA 6.6. Sean (X, T) y (X*, T*) dos espacios topologicos fuzzy
y f: X - X* una aplicaciéon. Entonces las siguientes proposiciones
son equivalentes:

0.6.1. fes fuzzy continua.

6.6.2. fes fuzzy continua en todo punto fuzzy x) e Pt(IX).

149



6.6.3. Existe una base B* = (B*| )| ¢ g de T* tal que para todo k €K,
-1(B4) e T.

6.6.4. Existe una subbase X* = (S*| )i ¢ g de T* tal que para todo
ke K; 1S eT.

6.6.5. Para todo A e IX, f(A7) < f(A)~.

6.6.6. Para todo B e IX*, (-1(B))~ < -1(B").

PROPOSICION 6.7. Sean (X, T), (X*, T*) y (X**, T**) tres espacios
topologicos fuzzy. Entonces si f: X - X* y g X* —» X** son
aplicaciones fuzzy continuas entonces la composicion g o f: X — X**
es fuzzy continua.

Demostracion: Es obvia.

e Una diferencia importante entre los espacios topolégicos fuzzy y
los espacios topologicos es que las aplicaciones constantes no son
necesariamente fuzzy continuas.

DEFINICION 6.8. Dado un espacio topolégico fuzzy (X, T) se dice
que:

6.9.1. Es estratificado sii T contiene los conjuntos fuzzy constantes.
6.9.2. Es puramente estratificado sii para todo G € Ty para todo X,
y e X, G(x) =G(y)

6.9.3. Es simplemente estratificado sii T={A1x / A € [0, 1]}.

PROPOSICION 6.9. Sean (X, T) y (X*, T*) dos espacios topolégicos
fuzzy y f: X - X* una aplicaciéon. Entonces si f es constante y (X, T)
es estratificado, f es fuzzy continua.

Demostraciéon: Es obvia.

DEFINICION 6.10. Sean (X, T) y (X*, T*) dos espacios topologicos
fuzzy y f: X - X* una aplicacion. Se dice que la aplicacién f es:
6.11.1. Un fuzzy homeomorfismo o un F-homeomorfismo si la

aplicacion f es biyectiva y las aplicaciones f y f~ 1 son fuzzy
continuas.
6.11.2. Fuzzy abierta o F-abierta si para cada conjunto fuzzy G € T,
la imagen fuzzy f(G) e T*.
6.11.3. Fuzzy cerrada o F-cerrada si para cada conjunto fuzzy Fe C
la imagen fuzzy f(F) € Cp.
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TEOREMA 6.11. Sean (X, T) y (X*, T*) dos espacios topolégicos fuzzy
y £ X —» X* una aplicacién biyectiva. Entonces se verifican las
siguientes proposiciones:

6.12.1. f es un fuzzy homeomorfismo.

6.12.2. f es fuzzy continua y fuzzy abierta.

6.12.3. f es fuzzy continua y fuzzy cerrada.

6.12.4. Para todo A e IX: f(A)” = f(A7).

Demostracion: Lo proponemos como trabajo final para el lector.
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