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Resumen
En este trabajo exponemos una versiéon de la extension del Teorema de Walras para

multifunciones fuzzy.
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Abstract
In this paper we expose one version of the extension of Walras Theorem for fuzzy

multifunction .
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1. INTRODUCCION
Presentamos una versién de la extension del Teorema de Walras para

multifunciones fuzzy [11].
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La importancia del Teorema de Walras [15], fundador de la Escuela de
Lausanne, en el estudio de la Economia Competitiva, amerita que sus
diferentes versiones y/o extensiones no solo sean tratadas con rigor
sino también con claridad didactica. Es por esa razén que en la
exposicion que presentamos, hemos puesto énfasis en la claridad del
tratamiento, en especial el que concierne al aspecto topolégico, a tal
respecto cabe sefnalar la demostracién del Teorema 2.1, que es la
piedra clave de la demostracion del Teorema de Walras para

multifunciones fuzzy.

Este trabajo requiere un conocimiento elemental de la teoria de
espacios topologicos [1, 7], y sobre espacios vectoriales topolégicos [3],
como asi también sobre la tematica fuzzy [2, 12, 16], en especial sobre

multifunciones fuzzy [10, 13].

Con el objeto de facilitar una primera lectura a quienes no estan
familiarizados especialmente con la tematica fuzzy, explicitamos en
este punto algunos conceptos elementales sobre conjuntos fuzzy y
algunos resultados sobre multifunciones fuzzy, que utilizaremos en

nuestra exposicion.

Por ultimo sefialamos que se mantiene la notacién standard, tanto para

los objetos y relaciones fuzzy como para los objetos y relaciones no

fuzzy.



R. Scarparo /Cuadernos del CIMBAGE N° 6 (2003) 75-91 77

Definicién 1.1. Dado un conjunto X se llama conjunto fuzzy (o borroso)
en X, o también, mas propiamente, subconjunto fuzzy (o borroso) en
X, atoda aplicacién 4: X - I 1.

Para cada x4, el valor 4(x) se llama el grado de pertenencia de x en

el conjunto borroso 4, y el conjunto {x(04/4(x)>(}, se llama el soporte

de 4 y se anota sop4 .

Definicion 1.2. Sean X un conjunto no vacio, K un conjunto de

indices y (Ak )kDK una familia de conjuntos fuzzy (borrosos) en X.

Entonces se definen respectivamente, la union |J4; y la interseccion
kOK

()4, , mediante las expresiones siguientes:
kOK

Para todo xOX : |4, (x)=sup 4 (x)
kOK kOK

Para todo xOX : ()4 (x)=inf 4, (x)
kOK kOK

Definicion 1.3. Dados un conjunto borroso 4:X — [ y un valor

a D(O;l], se llama a-corte de A o también subconjunto de nivel a - se

anota 4, - al subconjunto definido por: 4, ={x0 X/ 4(x)= o}

Definicion 1.4. Sean E e Y, EVTH (espacios vectoriales topologicos de
Hausdorff) sobre [0, X un subconjunto de E, no vacio y convexo, K
un cono convexo en Y, K#Y y M:X - 2", una multifuncién.
Entonces:

1.4.1. M es K-convexa sii:

' 1=[0]



78 R. Scarparo /Cuadernos del CIMBAGE N° 6 (2003) 75-91

Ox,x, 0X, ONOL, AM(x,)+(1=A)M(x,) O M(Ax, +(1-2A)x,)+K
1.4.2. M es K-cuasiconvexa sii:

OaOY, el conjunto {xDX/a DM(x)+K} €s convexo.

Definicién 1.5. Sea &:Y - 00 una aplicacién con dominio en un EVTH

sobre [0 . Se dice que:

1.5.1. & es monétona creciente respecto a un cono convexo Ken Y si:
alb+K = E(a)=2&().

1.5.2. & es estrictamente mondtona creciente respecto a un cono

convexo K en Y si:

aOb+K = &a)>E(p).

Definicion 1.6. Dados dos conjuntos X e Y, se llama multifuncién

fuzzyde X en Y atoda aplicacién M:X - I'.

En lo que sigue dada una multifunciéon fuzzy M:X - I', para todo

x0X el conjunto fuzzy M (x) se anotara frecuentemente con M , .

Definicién 1.7. Una multifuncién fuzzy M :X - I'de un conjunto X
en un subconjunto Y, de un EVTH Z sobre 00 se dice convexa sii:

Y es convexo y UOxOX, y,z0OY, )\D[O;l] resulta:
M (W +(1-A)z)2 min{d  (v) M, (2)}

Definicion 1.8. Un conjunto fuzzy A, definido en un espacio

topolégico X se dice compacto sii para cada o D(O;l] el corte 4, es un

subconjunto compacto de X .
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Definicién 1.9. Dada una multifuncién fuzzy M : X — I' de un espacio
topolégico X en un espacio topolégico ¥ se dice que:
1.9.1. M es topolégicamente abierta sii:

Para cada x, Xy para cada subconjunto abierto V' de Y que admite
la existencia de un punto yJV y un valor y[O (0;1] tales que: M, (y)z Y,
existe un entorno U de x,, tal que para cada xOU existe un punto
»'OV tal que M, (y’)zy.

1.9.2. M es topolégicamente cerrada sii:

Para cada x, X para cada y D(O;l] y para cada subconjunto abierto
V' de Y que verifica M, (y)Zy = y'0V existe un entorno U del punto
x, tal que para cada xOU : si MX(y)Zy =yQr.

1.9.3. M es continua sii:
M es topologicamente abierta y topologicamente cerrada.
1.9.4. M es cerrada sii:

La funcion de XxY en [ definida por la asignacion (x; y) - M, (y) es

semicontinua superiormente (s.c.s.).

Lema 1.10. (Lema de Chan) [11][13]. Sean X wun subconjunto
cerrado, convexo y no vacio de un espacio vectorial topolégico £ sobre

0, Cun subconjunto convexo y no vacio de un espacio vectorial
topolégico Z sobre 0 y a:X - (0;1] una funcién s.c.i. Si F: X - I€ es
una multifuncién fuzzy tal que para cada x0OX, (Fx)a(x);tlj y si
F~:X - 2% es la multifuncién definida por F”(x):(Fx)a(X), se tiene

que:
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1.10.1. Si F es una multifuncién fuzzy convexa entonces F~ es una

multifuncién a valores convexos.

1.10.2. Si F es una multifuncion fuzzy cerrada y convexa, entonces
F~ es una multifuncién cerrada a valores cerrados y convexos.

Teorema 1.11. Sean: Xe Y dos espacios topologicos, yD(O;I] y una

multifuncién fuzzy F:X - I' tal que para cada xOX (Fx)y £0. Si

F~:X - 2" es la multifuncién definida por F”(x):(Fx)y, valen las

siguientes propiedades:

1.11.1. Si F es topolégicamente abierta entonces F~ es semicontinua

inferiormente (s.c.i.).

1.11.2. Si F es topologicamente cerrada entonces F~ es semicontinua

superiormente (s.c.s.).

1.11.3. Si F es continua entonces F~ es continua.

Teorema 1.12. (Kakutani - Fan - Glickberg) Sea K un subconjunto
compacto y convexo de un espacio vectorial topologico localmente
convexo de Hausdorff £. Si T una multifuncién s.c.s. de K en 2° y

para todo xOK, T(x) es no vacio, cerrado y convexo, entonces existe

un punto x, 0K tal que x, O7(x).

2. DESIGUALDAD VECTORIAL CUASIVARIACIONAL PARA
APLICACIONES FUZZY.
En este punto se expone un teorema de existencia con respecto a

desigualdades vectoriales cuasivariacionales para aplicaciones fuzzy,



R. Scarparo /Cuadernos del CIMBAGE N° 6 (2003) 75-91 81

aplicando el teorema de punto fijo de Kakutani - Fan-Glicksberg, [4, 5,
6, 14].

Teorema 2.1. Sean E,F dos EVTLCH (espacios vectoriales topolégicos
localmente convexos de Hausdorff) sobre [0, X un subconjunto de FE
no vacio compacto y convexo; Cun subconjunto de F no vacio
compacto y convexo e Y un EVTH sobre O dotado con un cono

convexo K puntuado. Sean ademas una multifuncion fuzzy continua y

convexa S:X - I tal que para todo x0X, S, es un conjunto fuzzy

compacto en X , una multifuncién fuzzy cerrada y convexa T:X - I,
y una multifuncién fuzzy continua G: X xCxX - I* tal que para todo

(x, y,u)DXXCXX , G es un conjunto fuzzy compacto en Y . Si:

x,y,u)
2.1.1. Existe una funcién semicontinua inferiormente ao:X - (0;1] y
dos valores B,yl](();l] tales que para cada x[0X los conjuntos de nivel

(Sx)B y (Tx)a(x) son respectivamente no vacios y para todo

(x, y,u)DXXCXX el conjunto G( es no vacio.

%),y

2.1.2. Para todo (x,y)0XxC , G 0K.

xra),
2.1.3. Existe una funcion §:Y - 0 continua y estrictamente moné6tona

creciente con respecto al cono K tal que para cada (x, y)DX xC la

multifuncién definida por; u — EKG(X, yarly ) es 07 -cuasiconvexa.
Entonces existe x"[.X tal que xDD(S D)B y existe yDD(T D) ( D) tal que
X X 'al x
para todo xl]kS D)Bypara todo zDG( 0o ) , zDK—{(} .
X XT,Y X

Y

Demostracion:
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Sean las multifunciones:

S™:X - 2% tal que para cada xOX, S (x)

1
—_
[*%)
=
e
=

T~ :X - 2% tal que para cada xO.X, TN(x): (Tx)a(x)
G~ :XxCxX - 2" tal que para cada xOX, G~ (x,y,u)= (G(x,y,u))y*

Entonces:

(1) S~ esta bien definida en virtud de 2.1.1., ademas es a valores,
compactos por la definicién de la multifuncion fuzzy S y convexos por

el Lema 1.10, (Lema de Chang).

(2) T~ esta bien definida por 2.1.1. Ademas como 7 es una
multifuncién fuzzy cerrada convexa y conjuntamente con los datos

E,F,X,C,a de nuestra hipétesis, verifican la hipoétesis del Lema 1.10.
(Chang), resulta en virtud del punto ii) de dicho lema, que la
multifuncién 7~ :X - 2% es cerrada, a valores no vacios, cerrados y
convexos. Mas aun como para todo x, T (x) estd contenido en el
compacto C, TN(x) es un subconjunto compacto.

Recapitulando, 7~ es una multifuncién cerrada a valores no vacios,

cerrados y compactos.

(3) Como G:XxCxX - [¥es una multifuncién fuzzy continua,
vale decir topologicamente abierta y cerrada, por [13] Lema 2.4., la
multifuncién G~ : XxCxX - 2"es continua. Ademas por hipétesis

&:Y - 0O es una funcién continua y para todo (x, y,u)DXx CxX, Glyyu))

es un conjunto fuzzy compacto en Y, por lo tanto (G(x,y,u))y €s
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compacto y en consecuencia &G~ es una multifuncion continua a

valores no vacios y compactos.

Sea la funcion:
M:XxC - 0O tal que O(x,y)0XxC, M(x,y)= mz’n{rDEGN(x,y,s)/sDSN(x)}
Demostraremos que la aplicacion M es continua.

Si consideramos la multifuncion:

L:XxC - XxCxX definida por L(x,y)= (x,y,S”(x)),
tenemos que EG”(L(x,y)) =&G~ (x, y,S”(x)).

Entonces G (L(x,»))= &G (v, 1,5)
s08™ (x)

Como L y &G son multifunciones continuas, &G oL es una
multifuncion continua. Ademas como (x, y,S”(x)) es compacto, el
conjunto EG(x, y,S”(x)) es compacto y por lo tanto la multifunciéon

definida por (x, y) - mz’n{EG” (x, y,S”(x))} es continua. Eso significa que

M es continua.

Sea la multifuncién:
V:XxC - 2% definida por ¥(x,y)={u 08 (x)/M(x, y) 0EG (x, y,u)}.

Como &G (v, 7,5 (x))es un conjunto compacto, existe un valor 05 (x)

que efectiviza el valor M(x,y), por lo tanto la multifuncién ¥ esta bien

definida.

Sea la multifunciéon:

V': XxC - 2% definida por V’(x,y)={uDD/M(x,y)DEGN(x,y,u)}.

Tenemos que V(x,y) = V’(x,y) n S”(x).
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Por lo tanto,
Graf V = {(x,y,u)DXX C XX/M(x,y)D &G~ (x,y,u),u as” (x)}

Por consiguiente el complemento de Graf V' esta dado por:

{(x,y,u)DXXCXX/M(x,y)DEGN(x, y,u)}D{(x,y,u)DXXCXX/u DSN(x)}.
Como S”(x) es una parte compacta de un espacio de Hausdorff, es un

cerrado y por lo tanto el conjunto {(x,y,u)DXXCXX/u DSN(x)} es un

subconjunto abierto en X xCx X .

S6lo resta demostrar que el complemento de Graf V' ((Graf V’)c) es
abierto.

Sea (x,y,u)l]Grqf V', vale decir tal que, M(x,y)DEG”(x,y,u).

Como EG”(x,y,u) es compacto, existen un entorno U de M(x,y) y un
entorno W de &G~ (x,y,u) tales que UnW #0. Ademas como M es una
aplicacién continua existen sendos entornos U,,U,,U; de x,y,u, tales
que para todo x'0U, para todo y'IUy para todo «'0U, M(x’,y’)DU y
EGN(x’,y’,u’) aw.

Por lo tanto para todo (x’,y’,u’)DU1 xU,xU; se tiene que
M(x,y)0EG™(x',y',u'). O sea que U, xU, xU, O (Graf V') .

Por consiguiente, Graf V es un cerrado.

Ahora demostraremos que V es una multifuncién a valores convexos.

Sean u,u, DV(x, y) y )\D[O;l]. Como la multifuncién S~ toma valores

convexos, se tiene que Ay, + (1 —)\)uz os- (x)
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Como por 2.1.3. para cada (x, y)DX xC la multifuncion definida por la
asignacion, u - G~ (x, y,u) es ["-cuasiconvexa, tenemos que el
conjunto 4= {u OX/M(x,y)0EG™ (x, yu)+ D*} €S convexo.

Es decir que si ¢, =M(x,y), entonces A4 = {u OX/C¥ DEGN(x,y,u),to Or+ D*}.
O seaque 4= {u Ox/0O EGN(x,y,u),t < to} €S convexo.

Como u;,u, 14, entonces Ay, +(1 —)\)u2 04.

Por lo tanto existe tDEG”(x,y,)\ul +(l—)\)u2) tal que t<¢, o sea
ty DEGN(x,y,)\ul + (l —)\)uz) .

Luego Ay, +(1 —)\)uz DV(x,y) y V(x,y)es convexo.

Sea la multifuncioén:

W:XxC - 2%C definida por W(x,y)=V(x,y)xT"(x)
Como V(x,y) y T~ (x) son convexos y cerrados, W(x,y)es convexo y
cerrado, ademas como 7~ es s.c.s., / es s.c.s.
Como consecuencia del teorema del punto fijo de Kakutani-Fan-
Glicksberg [5] existe (xD,yD)DXXC tal que (xD,yD)D W(xD,yD).
Por lo tanto

x0s” (xD), M(xD,yD)DEGN (xD,yD,xD) e yDDTN (x)
Luego existe P0G (xD,yD,xD) tal que E(ZD)= M(xD,yD)
Como ¢ es estrictamente monotona creciente con respecto al cono K,
tenemos que:
Para todo s0OS~ (xD), para todo zOG~ (xD,yD,xD); E(ZD)S E(z)

O sea que E(ZD) no es mayor que E(z), lo cual implica que

["-2)0k {3 o seaque -="Jux-{3
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Finalmente probaremos que zOK —{(}

Supongamos lo contrario, vale decir que el punto zOK —{(} .

Como zDG”(xD,yD,xD), por el punto 2.1.2., tenemos que 0K . Dado
que Kes puntuado se tiene que (zm—z)D (-(x -{3)-&)=—x -{d}), 10
cual es contradictorio. Por lo tanto zOK —{(} . En consecuencia existen

xPas” (xD) (donde S”(xD)=(SXD)B e yDDT”(x) (donde TN(XD):(TXD)G(XD))

tales que para todo x0\S ) , y para todo zOG~ Oy, 20K -{a .
x—B Y

3- TEOREMA DE WALRAS PARA MULTIFUNCIONES FUZZY.
Teorema 3.1. Sean E,F dos EVTLCH sobre 0, X un subconjunto de
E no vacio compacto y convexo; C un subconjunto de F no vacio
compacto y convexo € Y un EVTH sobre [0 dotado de un cono convexo
K puntuado. Sean ademas una multifuncién fuzzy cerrada y convexa
T:X - I* y una multifuncién fuzzy continua G:XxC - I, tal que
para todo (x, y)DXXC, G{(,y) €s un conjunto fuzzy compacto en Y . Si:
3.1.1. Existen una funcién semicontinua inferiormente; o:X - (0;1] y
un valor yD(O;I] tales que para cada x0X, los conjuntos de nivel
(T)C )G(X) son no vacios y para todo (x, y)DX xC, el conjunto (G(X,y))y es no
vacio

3.1.2. Paratodo x0OX ; (G(X,y))y 0K +a donde yD(Tx)a(x)’ allY.

3.1.3. Existe una funcién §:Y - 0 continua y estrictamente moné6tona

creciente con respecto al cono K, tal que para cada yUOC, la

multifuncién definida por x - E(G(X,y))y es O -cuasiconvexa.
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Entonces existen x"0X e yD(Tx)a(x)tales que para todo xOXy para

todo ZD(G(WD]J , z—a0K-{¢} .

Demostracion:

Sean las multifunciones

T™:Xx - 2¢ tal que para cada x0OX , T (x)= (Tx)or(X)'
G':XxxC -2 tal que para cada (x, y)DXXC, G ()= (G(x,y))y‘

V:C - 2% tal que para cada xOX ,

()=t 0X /5 (x)/ min £6™ (1) DEG (v, )

Mediante una demostracién analoga a la del Teorema 2.1, se prueba

que las multifunciones 7~ y ¥V, son semicontinuas superiormente, a

valores compactos Yy convexos.

Sea J:XxC - 2%*C tal que para cada (x,y)0XxC, J(x,y)=V(y)xT"(x)
J es una multifuncién semicontinua superiormente, a valores
compactos y convexos.

Por el teorema de punto fijo de Kakutani - Fan - Glickberg, existe
(xD,yD)DXXC tal que (xD,yD)D V(/VD)XTD(xD).

Por lo tanto existen x"O V(yD) e yDDTD(xD) tales que
minle™{u.y7)0ec(".07).

En consecuencia:

Para todo xOX y para todo zDG”(u,yD), (z —ZD)D—(K —{O})
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Se deduce que z-a0K -{¢} .

En efecto si suponemos que z-a0~(K~{}), como z"0G (") en
virtud de 3.1.2., se tiene que z"-a0K y puesto que K es puntuado, se
tiene que z-z"=(z~a)-[:"-a) y (z-a)-[:"-a)0-(k -{3)+(-K), 0 sea
z-2z"0-(k-{@), 1o cual obviamente contradice la hipétesis. Luego

existen x"0Xe yDD(TX)G(X) tales que para todo x[OX y para todo

z D(G( D)] , z—al —(K —{(}) lo cual finaliza la demostracion.
xy
Y

Corolario 3.2. Sean E,F dos EVTLCH sobre 0, X un subconjunto de
E no vacio compacto y convexo; C un subconjunto de F no vacio
compacto y convexo € ¥ un EVTH sobre [0 dotado de un cono convexo
K puntuado tal que K —{(} es abierto. Sean ademas una multifuncion
fuzzy cerrada y convexa T:X - I¢ y una multifunciéon fuzzy continua
G:XxC - I', tal que para todo (x,y)DXXC, G(,,y) €s un conjunto

fuzzy compacto en Y . Si:

3.2.1. Existen una funcién semicontinua inferiormente a:X - (0;1] y
un valor yD(();l] tales que para cada xOX los conjuntos de nivel
(TX)G(X) son no vacios y para todo (x, y)DX xC el conjunto de nivel

(G(X,y))y es no vacio.
3.2.2. Paratodo xOX (G(X,y))y OK +a, donde yD(TX)G(X) y a0OY.

3.2.3. Para cada punto fijo yOC, la multifuncion definida por

X > E(G(X,y))y es K-cuasiconvexa.
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X la

Entonces existen x"0X e y"'0 (T D) (XD) tales que para todox[X y para

todo ZD(G(WD]J , z—a0K-{¢} .

Demostracion:

Es consecuencia del Lema 2.2. y del Teorema 3.1.

Corolario 3.3. Sean E,F dos EVTLCH sobre [0, X un subconjunto de
E no vacio compacto y convexo y C un subconjunto de F, no vacio

compacto y convexo. Sean una multifunciéon fuzzy cerrada y convexa
T:X - I yuna funcién continua ¢: XxC - 0. Si:
3.3.1. Existe una funcion semicontinua inferiormente o:X - (0;1] tal

que para cada xOX el conjunto de nivel (T, )G(X) es no vacio.
3.3.2. Para todox[X , para todo yD(TX)G(X) y para algin valore 00,

¢(x, y) 2q.
3.3.3. Para cada punto fijo yOC, la funcién definida por la asignaciéon

X - q)(x, y) es cuasiconvexa.

Entonces existen x"0X e yDD(T D)
X la

(XD) tales que para todo x0OX,
¢(x, yD)Z a.

Demostracion: Trivial.
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