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Dinamica econdmica, incertidumbre y ecuaciones

diferenciales borrosas*

En el andlisis econdmico se utiliza el término dindmica para referirse a un andli-
sis cuyo objetivo es trazar y estudiar las trayectorias temporales de las variables,
como asi también determinar si estas tenderdén a converger a ciertos valores de
equilibrio luego de transcurrido un tiempo.

La introduccién del tiempo en forma explicita en la formulacién de los problemas
puede hacerse como una variable continua o discreta. Su empleo dependerd
del contexto en el que esté inmersa la situacidn a estudiar.

En este trabajo se considera el caso de tiempo continuo y ambiente incierto, por
lo que se empleardn ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con
coeficientes constantes borrosos para resolver dos problemas cldsicos de la di-
ndmica econdmica generalizados a situaciones de incertidumbre. La vaguedad
estard representada mediante ndmeros borrosos triangulares.

Los conjuntos borrosos permiten entender que todo es cuestion de grado, lo cual
facilita ajustarse a la realidad, para procesar, no solo datos ciertos y aleatorios,
sino también informacién basada en percepciones, sensaciones y expectativas.

Economic dynamics, uncertainty and fuzzy differential
equations

In the economic analysis is used the term dynamics to refer to an analysis who-
se objective is to trace and study the time trajectories of the variables, as well
as determine if these will tend to converge to certain equilibrium values after a
while.

The introduction of time explicitly in the formulation of problems can be done as
a continuous or discrete variable. Its use will depend on the context in which the
situation to be studied is immersed.

In this paper the case of continuous time and uncertain environment is conside-
red, so second-order linear differential equations with fuzzy constant coefficients
will be used to solve two classic problems of economic dynamics in situations of
uncertainty. Vagueness will be represented by triangular fuzzy numbers.

Fuzzy sets allow us to understand that everything is a matter of degree, which
makes it easier to adjust to reality, to process, not only certain and random data,
but also information based on perceptions, sensations and expectations.
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nales Iberoamericanos (SIEMCI), numero de proyecto 522RT0130 en Programa Iberoame-
ricano de Ciencia y Tecnologia para el Desarrollo (CYTED).



05
06
08

11
19
19

indice

1. Introduccién

2. Elementos teodricos

3. Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes
constantes

4. Modelos econémicos dindmicos continuos

5. Comentarios finales

Referencias




SERIE DOCUMENTOS DE TRABAJO DEL IIEP N°84 | JUNIO 2023 ISSN 2451-5728

1. Introduccion

En el analisis econdomico se utiliza el término “dinamica” para referirse a un analisis cuyo objetivo es
trazar y estudiar las trayectorias temporales de las variables, como asi también determinar si estas tenderan
a converger a ciertos valores de equilibrio luego de transcurrido un tiempo (Chiang, 1999).

La introduccion del tiempo en forma explicita en la formulaciéon de los problemas puede hacerse como
una variable continua o discreta. Su empleo dependera del contexto en el que esté inmersa la situacion a
estudiar. En este trabajo consideraremos el caso de tiempo continuo por lo que emplearemos ecuaciones
diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes constantes.

En algunos casos los modelos dinamicos representados por este tipo de ecuaciones diferenciales
involucran variables poco precisas. Bajo tales circunstancias, la teoria clasica es insuficiente para el
estudio de problemas dinamicos reales en condiciones de incertidumbre. De alli el interés en el estudio de
las ecuaciones diferenciales borrosas (fizzy en inglés) (Ouyang & Wu, 1989; Park & Han, 2000; Vorobiev
& Seikkala, 2002; Buckey & Feauring, 2000, 2001; Buckey et al., 2010).

La incertidumbre econémica ha sido muy estudiada desde hace décadas. Todos los trabajos realizados
relacionados con este concepto, independientemente del punto de vista, la metodologia o el enfoque de
estudio que se utilice, han llegado a la conclusion que repercute negativamente sobre los principales
indicadores economicos (Allende Espinosa, 2021).

La incertidumbre econdmica incluye la falta de certeza del valor que tomara una variable econdémica o un
pardmetro en una situacion futura como asi también su impredecibilidad. Esto es una dificultad para una
adecuada formulacion de los modelos economicos, el empleo de metodologia fuzzy en problemas de
gestion y economia posibilita una utilizacion mas eficiente de los recursos y proporciona mayor
informacion al decisor que cuando se aplican técnicas matematicas rigidas.

Los conjuntos borrosos permiten entender que todo es cuestion de grado, lo cual facilita ajustarse a la
realidad, para procesar, no solo datos ciertos y aleatorios, sino también informacion basada en
percepciones, sensaciones y expectativas, dado que en los mercados financieros y en la economia en
general predominan las emociones y las percepciones humanas.

Tarrazo (2001) plantea varias razones para el uso de la teoria de conjuntos borrosos en economia y
finanzas. Entre otras, porque evita la pérdida de informacion que se produce con el uso de métodos
estadisticos que trabajan con promedios, ocultando los valores extremos; porque los modelos econdmicos
y financieros son representaciones aproximadas de la realidad, por lo que no es necesario, en la mayoria
de los casos, disponer de valores exactos de las variables involucradas y porque los individuos estan
capacitados para gestionar la imprecision y la incertidumbre no frecuentista pero si, perceptible y valuable
mediante sensaciones.

Implementar modelos flexibles que empleen metodologias borrosas para plantear y resolver problemas de
gestion y economia resulta util para identificar y comprender las dificultades que se presentan en su
analisis y para generar nuevos escenarios de reflexion a la hora de elegir medios y marcar objetivos.
Existen numerosos trabajos que emplean teoria de conjuntos borrosos para estudiar temas de economia,
entre otros podemos mencionar: Economic Theory of fuzzy Equilibria (Billot, 1995); El enfoque de
Buckley del modelo de insumo-producto en condiciones de incertidumbre (Lazzari & Morifiigo, 2004);
Herramientas matematicas innovadoras para la maximizacion de la utilidad (Lazzari et al. 2009); Fuzzy
Mathematics in Economics and Engineering (Buckley et al., 2010); Funciones econdémicas en un entorno
incierto (Lazzari, et al., 2015); Ecuaciones diferenciales borrosas lineales de primer orden y su aplicacion
al modelo de Sachs (Parma & Fernandez, 2016) y Welfare subjective evaluation. Application to health
system access (Lazzari et al., 2020).

En este trabajo se presentan las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden que incorporan
incertidumbre en las condiciones iniciales o en algin coeficiente; y se analizan dos aplicaciones de la
dinamica econdmica en ambiente incierto que se modelizan a través de este tipo de ecuaciones.

En la primera se conocen las leyes de demanda y oferta de un bien y se desea obtener la expresion del
precio en funcion del tiempo y determinar el precio de equilibrio. Suponiendo que las cantidades ofrecidas
y demandadas no dependen solamente de su precio sino también de las expectativas sobre la evolucion
futura del mismo, se consideran la demanda y la oferta como funciones del precio y de sus derivadas. Se
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asume que este problema clésico se lleva a cabo en un ambiente incierto, por lo que no se conocen con
exactitud el precio inicial y el precio marginal inicial, pero ambos valores se pueden estimar mediante
numeros borrosos triangulares.

La segunda aplicacion esta relacionada con el modelo de Domar que expresa la relacion entre la renta
nacional y la deuda nacional en términos de ecuaciones diferenciales, bajo el supuesto de que la variacion
del ingreso esta definida por una proporcion incierta del valor de la renta actual, que se puede determinar
con un numero borroso triangular.

Estos problemas bajo condiciones de incertidumbre se resuelven mediante ecuaciones diferenciales
lineales de segundo orden que incorporan borrosidad en las condiciones iniciales o en algun coeficiente.
El trabajo esta estructurado del siguiente modo. En seccion 2 se presentan conceptos basicos de la teoria
de conjuntos borrosos, en la 3 se repasa la solucion general de la ecuacion diferencial de segundo orden
con coeficientes constantes con parametros y condiciones iniciales nitidas y se expone este tipo de
ecuaciones diferenciales cuyas condiciones iniciales y/o parametros son nimeros borrosos. En la seccion
4 se desarrollan dos modelos econdmicos dindmicos continuos que utilizan ecuaciones diferenciales
lineales de segundo orden en situaciones de certeza y de incertidumbre y por ultimo se ofrecen algunos
comentarios.

2. Elementos teodricos

Sea un universo E continuo o discreto. Un subconjunto borroso o fuzzy set A es una funcién pz: X —
[0, 1] que asigna a cada elemento del conjunto E un valor p5(x) perteneciente al intervalo [0 , 1], llamado
grado o nivel de pertenencia de x a A.

Dado un subconjunto borroso A del referencial E, se denomina o-corte o conjunto de nivel a de A al
conjunto nitido A, = {x € E/p;(x) = a} para todo a € (0,1]. Es decir, que un a-corte de un
conjunto borroso es el conjunto nitido que contiene todos los elementos del conjunto referencial cuyos
grados de pertenencia al conjunto borroso son mayores o iguales que el valor especificado de a (Lazzari,
2010). Si a = 0, el a-corte correspondiente es la clausura de la union de los Ay, con 0 < a < 1 (Buckley
& Qu, 1991). La clausura de un conjunto A es el menor subconjunto cerrado que contiene a A, es decir
que es la interseccion de todos los subconjuntos cerrados que contienen a 4, y se denota A~ (Ying-Ming
& Mao-Kang, 1997).

Un conjunto borroso A € E, es normal si y sélo si, Vx € E, max pz(x) = 1,y es convexo si y solo si,
Vx € [x1,x5] € R se verifica que pz(x) = min { u;(x;) , nz(x;)} (Tanaka, 1997).

Un nimero borroso (NB) 4 (Kaufmann & Gupta, 1985) es un subconjunto borroso de los niimeros reales',
convexo y normal.

Un nimero borroso se puede representar por sus a-cortes de manera tinica. Por ser un subconjunto borroso
convexo, sus o-cortes son intervalos cerrados de nimeros reales. Las dos formas de expresar un numero
borroso, ya sea por su funcion de pertenencia, pz(x), Vx €R, o por los a-cortes, Ay, =
[a;(@),ay(a)]a € [0, 1], son equivalentes (Kaufmann & Gupta, 1985).

2.1. Principio de Extension

Este principio fue introducido por Zadeh (1975) y es una de las ideas basicas de la teoria de conjuntos
borrosos porque permite una extension borrosa de los conceptos matematicos clasicos, como las
operaciones aritméticas.

El principio establece como un subconjunto borroso de un referencial puede inducir un subconjunto
borroso de otro referencial (o del mismo) a partir de una funcion dada entre ambos referenciales.

Sea funa funcién de X en ¥, y A un subconjunto borroso de X es posible obtener un nuevo subconjunto

borroso B = f(A) de Ytal que B = f(4) = {(y, us(»))/y = f(x), x € X}, donde

' Se puede definir nUmero borroso en cualquier conjunto referencial totalmente ordenado.
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.ol
sup py(x) si f()2@
Hy (y)=1xer)
0 si f1(y)=02
Si f es una funcion inyectiva, entonces pz(y) = pz(f~1(¥)) cuando f~1(y) # 9.
La importancia de este principio radica en la posibilidad de tratar de forma borrosa cualquier dominio de
razonamiento matematico basado en la teoria de conjuntos clasica. Es decir, que se puede reemplazar una

variable que toma un valor determinado, por el concepto borroso de grado de pertenencia para cada valor
posible (Ramik, 1986).

2.2. Operaciones aritméticas con nimeros borrosos

Para operar con niimeros borrosos existen dos procedimientos: uno mediante el empleo del Principio de
Extension y el otro mediante los a-cortes y la generalizacion de operaciones con intervalos aritméticos
(Buckley et al., 2010). Se puede demostrar que ambos métodos para operar con numeros borrosos son
equivalentes (Klir & Yuan, 1995). En este trabajo se utilizara el segundo procedimiento.

Dado que los a-cortes de un niumero borroso real continuo son intervalos cerrados de ‘R, las operaciones
entre numeros borrosos se pueden definir como una generalizacion de las operaciones entre intervalos
aritméticos (Kaufmann y Gupta, 1985).

Sean A y B numeros borrosos continuos de R, expresados por sus a-cortes
Ay =[a1(a) , ay(a)]y By = [b1(a) , by(a)] para a € [0,1] (Lazzari, 2010).
« SiC = A(+)B entonces C, = A,(+) B,
Ag(+) By = [a1(a) , az(a)] (+) [b1(a) , ba(a)]
Aq(+)By = [a1(a) + bi(a), az(a) + by (a)]
« SiC = A(-)B entonces C, = A,(—) B,
Ag(=) By = [a1(a) , az(a)] (=) [b1(a) , by(@)]
Ag(=) By = [a1(a) — b(a), az(a) — bi(a)]
« SiC = A()B entonces C, = A,(.) B,
Aq () By = [a1(a) 5 az(a)]()[b1(); bz ()]
Ay()By = [min(a1 (@) . by(a) , a1(a) . by(a) , az(a) . by(a) , ay(a) . b, (a)) ;
max (al(a) .bi(a) , a1(a) . by(a) , az(a) . by(a) , az(a) . b, (a))]
Si Ay B son nimeros borrosos continuos de R*:
Ag() By = [ai(@) . bi(a) ; ax(a) . by(a)]
« SiC = A(:)B entonces C, = A,(:) B,
Si Ay B son nimeros borrosos continuos de R*:
Ag()By = [as1(a) , az(@)]()[b1(@) , ba(a)]

. _Jai(@) ayx(a)
4By =[5 2 5] bi(@) > 0, ¥a € [0, 1]

2.3. Nameros borrosos triangulares y de forma triangular
Numero borroso triangular (NBT) es el nimero borroso real continuo, tal que su funcion de pertenencia
es lineal, a izquierda y a derecha, y alcanza el valor uno para un tnico niimero real.
Queda determinado por tres nimeros reales a; < a, < a3, su expresion mediante o-cortes es:

Ay =[(az —a;) o + a1, (az —az) a + as] (1)
Es usual representarlo A = (ay, a,, as).Por su gran simplicidad se usan en muchas situaciones practicas,

en particular cuando sobre una determinada magnitud se conocen Uinicamente tres valores: el minimo, el
maximo y el de mayor nivel de presuncion.
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Buckley et al. (2010) definen niimero borroso de forma triangular al que estd solo parcialmente
especificado por los tres nimeros reales a; < a, < azy la funcion de pertenencia, que no es lineal, debe
ser continua, monotona creciente en el intervalo [ai, a2] y monétona decreciente en el intervalo [a,, a3]. Se
denota A ~ (ay,a,, as).

3. Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes
constantes

3.1. Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes
constantes en ambiente cierto
La expresion general de una ecuacion diferencial lineal de 2° orden con coeficientes constantes esta dada
en (2) (Perez et al., 2003, Apostol, 1999).
azy"(t) + ary'(t) + apy(t) = g(t), cona, # 0,b € R,t € [ =[0,T], T > 0, g() continua en 7 (2)
Si g(t) = 0 la ecuacion diferencial se denomina homogénea y esta expresada en (3)
ay"(t) + a;y'(t) + apy(t) =0, a; #0 (3)
La solucion general de (3) y.(t), llamada solucion complementaria, se vincula con las raices de la
ecuacion caracteristica a,r? + a;r + ao, = 0, sean r1 y r» dichas raices:
Raices reales:
1 ERAT, ERAT #1, 2 y.(t) = Cie"t + C,e™ L ERAC, ER
1 ERAT, ERAT =1, 2 Y.(t) = Cie™t + Crxe"t, 0, ERAC, ER
Raices complejas:
n=h+viECAr,=h—vi€C >y (t) =e"(C;senvx + C,cosvt),C; ERAC, ER
Si la ecuacion diferencial es completa del tipo a,y”(t) + a1y’ (t) + apgy(t) =b, b#0Aa, # 0, su
solucion general es y(t) = y.(t) + y,(t), donde y,(t) es una solucion particular de la ecuacion

diferencial dada.

. b . b
Siay # 0 entonces Yy, =—,slap = Oya; #0,y, =—x.
0 1

o . b
Por ultimo, si a; = a, = 0, entonces y, = gxz.
2
Si ademas se conocen las condiciones iniciales y(t,) = yo € ¥'(ty) = 1, se puede determinar el valor de

las constantes C; y C, para obtener una solucion particular.

3.2. Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes
constantes en condiciones de incertidumbre
3.2.1. Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes

constantes nitidos y condiciones iniciales borrosas
En este apartado se considera la solucion de la ecuacion diferencial (2) paraty = 0, a, = 1y condiciones
iniciales inciertas, expresadas por un NBT. Buckley et al., (2010) proponen tres soluciones: Y., ¥, y V.
En este trabajo se emplearan solo dos tipos de soluciones (Buckey et al., 2010):
e Laprimera, llamada solucién clésica Y.(t), en la que se considera borrosa la ecuacion diferencial
nitida (2) y se resuelve.
e Para obtener la segunda Y,(t), se resuelve la ecuacion (2) y luego se aplica el Principio de
Extension para hacerla borrosa.
En ambos casos se emplean NBT y numeros borrosos de forma triangular.
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a) Solucion clasica
Dada la ecuacion diferencial lineal de segundo orden:

y"'® 4+ a,y'O 4+ auy(t) = g(t), t €1 =1[0,T], T >0 A g(t) continua en I 4)
Las condiciones iniciales son: y;(0, @) = yp1(a), y2(0,a) = yo2(a), y1(0, @) = y11(@), y3(0,a) =
Y12(@), donde yo(@) = [yo1(@), Vo2 ()], v1(@) = [y11(@), y12(a)].
La solucion clasica (Buckley & Feuring, 2001; Buckley et al., 2010) de la ecuacion diferencial (4) es un
niimero borroso de forma triangular ¥, (t) para todo t € I, cuyos a-cortes son:

Ye(t,0) = [y1(t, @), y2(t, )] VE € [,a € [0,1],
donde y;(t,a), i = 1,2 tienen derivadas respecto de ¢ hasta el orden 2, y;(t,a), y;'(t, ).
Sustituyendo los a-cortes de Y.(t) en (4):
[y1' (¢, @), y7 (t, )] + a1 [y1 (¢, @), y2 (¢, @] + ao[y1 (8, @), 2 (¢, )] = [g(1), g ()]

Si se aplica aritmética de intervalos (apartado II) en la ultima ecuacion, se obtienen dos ecuaciones
diferenciales con incognitas y, (t, &) e y, (t, a), con las condiciones iniciales dadas.

Si se verifica que:
i) y;(t,a) i = 1,2 derivables respecto de a,

i) % (t,a) > 0 (indica que y, (o) es creciente),

iii) % (t,a) <0 (indica que y,(a) es decreciente), y

Entonces los a—cortes Y. (t, o) = [y;(t, ), y,(t,a)] Vt € I,a € [0,1] definen un nimero borroso de
forma triangular, y existe la solucion clésica Y, (t).

b) Solucion por el Principio de Extension
Algunas veces la solucion clasica no existe, dado que no se verifica alguna de las condiciones para que
Y, (t) sea un niimero borroso. En estos casos se recurre a la solucion ¥,, basada en el Principio de Extension
(Buckley et al., 2010).
Para ello, primero se debe hallar la solucion nitida de (4), y(t) = c;y1(t) + c,y2(t) + G(t) con
y1(t) e y,(t) dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion homogénea asociada, G (x) una
solucion particular de (4) y ¢4, ¢, nimeros reales.
Las condiciones iniciales permiten hallar valores de c;, ¢, unicos, de modo tal que:
Yo = c1¥1(0) + ¢2¥2(0) + G(0) y y1 = ¢1¥17(0) + c2y,7(0) + G'(0)
Para c; y c, se obtiene:
1= filvo,v) + e
¢z = f[2(Yo,v1) + hy
Donde:
Y0Y2(0) — ¥1y,(0)
A
¥1Y1(0) — ¥oy1'(0)
2o, v1) = A
_G'(0)y,(0) — G(0)y,' (0)
B A
L G(0)y,'(0) = G'(0)y,(0)
, =
A

A =y,(0)y," (0) —y,(0)y,"(0)

fiVo,v1) =

h

Es posible expresar la solucion unica de (4) de la siguiente forma:
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y(@) = fivo, v)y1(®) + f2(Yo, ¥1)y2 () + 6(2) (5)
Para e(t) = hl Y1 (t) + hz Y2 (t) + G(t)
La solucion queda expresada en dos partes: la primera depende de las condiciones iniciales que son

borrosas, incluye los valores de y, y ¥;, mientras que la segunda 6 es independiente de las mismas, de
modo tal que:

0(t) = hyy1(8) + hay,(t) + G(0)
Ademas, A # 0 porque es el Wronskiano de la solucion homogénea asociada evaluado en ¢ = 0.

Para obtener Y, (t) se reemplazan y, por 7, y 7, por 7 en (5)y se evaltia usando el Principio de
Extension.

Y, (t) sera un nimero borroso de forma triangular, con a-cortes Y, (t, @) = [y.1 (t, @), Yoo (t, )], tales que:
Ye1(t, ) = min{f; (¥o, v1)y1 () + f2(vo, ¥1)y2(£) + 8(t)/ vo € Vo(), v1 € V1(a),Vt € [, a [0,1]}

Vez (t, @) = max{fi (¥, ¥1)y1(t) + f2(¥o, Y1) Y2t + 68(2), ¥ € 7o (@), ¥1 € ¥1(a),Vt € [, € [0,1]}

Antes de afirmar que Y, (t) es una solucién para el problema de valores iniciales borrosos, se deben
cumplir mas condiciones. Suponiendo que y,;(t,a) i = 1, 2 tienen primera y segunda derivada respecto
de t para cada a € [0,1], se dice que ¥, (t) es una solucion si y,;(t, a), i = 1,2 satisfacen la ecuacion
diferencial (4) y las condiciones iniciales:

Ve1(0,0) = yo1(a), ¥'e1(0,0) = ¥11(a), Ye2(0,0) = yp2(), ¥'e12(0,) =y12(a) Va € [0,1]

Es sencillo probar que se satisfacen las condiciones iniciales, pero los y,;(t, @), i = 1,2 verificaran la
ecuacion diferencial (4) si se cumple la denominada “condicion de intervalo”. Para ello se definen los
intervalos de la siguiente manera:

Si I = [0,T], entonces los intervalos son I, = [0x_1,0k], 1 <k <Kcon0 =6, <6, << =T
Sil =[0,+0) entonces 0 = §y < 6; < --cond »> o el = [6p_1,0k] k=1

La “condicion de intervalo” se cumple si para cada intervalo I, existen y; € y;(a), y;" € #;(a),i=0, 1,
que verifican:

Ve1(t, @) = f1(ro, yDY1(O) + f2(¥0, ¥1)y2(t) + 6(¢)

Ve2(t, ) = fi(yo v Dy1(®) + f2(ro", v1 )y () + 6(¢), Vt € I, Vk

Esto significa que f; y f> son independientes de t en cada intervalo I, Va € [0,1]. Por lo tanto, para
cadaly, fi y f» son constantes para cada a € [0,1] fijo y y,;(t,a), Vi = 1,2 satisfacen la ecuacion
diferencial parai=1, 2.

Buckley & Feuring (2001) demuestran que, para ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con
coeficientes constantes la “condicion de intervalo” se cumple siempre, por lo que Y, (t) es una solucion al
problema de valores iniciales borrosos.

3.2.2. Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes

constantes borrosos

En las ecuaciones diferenciales y"(t) + a,y'(t) + apy(t) = b,talquet € I = [0,T],T >0 con
condiciones iniciales y(ty) = ¥y € y'(ty) = ¥1, puede ocurrir también que algin coeficiente, ay, a,, o
alguna condicion inicial, y,, Y4 sea fuzzy. No se ha desarrollado atin un marco tedrico general para estos
casos porque presentan muchas dificultades (Buckley & Feauring, 2001; Buckley et al., 2010). Sin
embargo, es importante su desarrollo, a pesar de la complejidad que presentan, dado que estos coeficientes
son inciertos en numerosos contextos como el econdémico. En el apartado 5 se presentard una aplicacion
para el caso a, = 0y a; un NBT.

[10
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4. Modelos econdomicos dindmicos continuos

Como se ha mencionado en el apartado 3.1, la solucion general de

y'(t) +a,y'(t) + apgy(t) = b,talque b # 0 es y(t) = y.(t) + y,(t), donde y.(t) es la solucion
complementaria e y,(t) es una solucion particular de la ecuacion diferencial dada.

En los modelos econdémicos dindmicos continuos (Chiang, 1999; Gandolfo, 1976), v, (t) representa el
nivel de equilibrio intertemporal e y.(t) la desviacion del equilibrio. La estabilidad dinamica requiere que
la desviacion de la trayectoria temporal con respecto al equilibrio sea igual a cero o disminuya
invariablemente con el tiempo, es decir ll_lgo y:(t) =0.

4.1. Trayectoria temporal del precio

4.1.1. Caso nitido
Determinar el precio de equilibrio entre la oferta y la demanda de un bien es un problema frecuente en el
mercado (Balbas ef al., 1988).

Las cantidades ofrecidas y demandadas no dependen solamente de su precio, sino también de las
expectativas sobre la evolucion futura del mismo. La informacion sobre la tendencia del precio esta dada
por la derivada P’(t) (tasa de variacion del precio) y P”(t) (indica como varia la tasa anterior).

Para tener en cuenta estimaciones futuras con respecto al nivel de precios, se consideran la demanda y la
oferta como funciones del precio y de sus derivadas.

D(t) = f(P(t),P'(t),P"(t)) representa la demanda
S(t) =f(P(t),P'(t),P"(t)) representa la oferta
Si se consideran funciones lineales la demanda y la oferta quedan expresadas:
D(t) = azP"(t) + a,P'(t) + a, P(t) + ay
S(t) = b3P"(t) + b,P'(t) + b P(t) + by
Para determinar el punto de equilibrio se igualan oferta y demanda D(t) = S(t) :
azP"(t) + a,P'(t) + a; P(t) + ag = b3P"(t) + b, P'(t) + b1 P(t) + b,
(az — b3)P"(t) + (az — by)P'(t) + (ay — by)P(t) = by — ay

bo—ag

. " (a -b ) 12 (a -b ) —
Si a,-b)#0  P"(®) + 22 P(0) + 2P0 =

de segundo orden con coeficientes constantes completa.

., fepresenta una ecuacion diferencial lineal
37 U3

Su solucién bajo las condiciones iniciales P(0) = Py y P'(0) = P; sera la trayectoria temporal del precio
P(t).
Sean las funciones de demanda y oferta, respectivamente:
D(t) =4P"(t) + 2P'(t) — P(t) + 80
S() =5P"(t) +5P'(t) + P(t) —40
con las condiciones iniciales P(0) = $8y P'(0) = $1
Igualando las cantidades ofrecidas a las demandadas, se obtiene una ecuacion diferencial de 2° orden con
coeficientes constantes:
P"(t) + 3 P'(t) + 2P(t) = 120 (6)
con las condiciones iniciales P(0) = $8y P'(0) = $1
La solucion complementaria es: P.(t) = 21e2t — 43e~" y la solucién particular es B, (t) = 30. Por lo
tanto, la solucion general (en unidades monetarias) es
P(t) = 21e2t — 43e~t + 30
Como gl_)rgl) P(t) = 30, la trayectoria temporal del precio, con precio inicial de $8, converge al precio de

equilibrio intertemporal B,(t) = $30 que es la solucién particular de la ecuacion diferencial (6).

Im
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4.1.2. Caso con incertidumbre

Supongamos que en el mismo modelo no se conoce con certeza el precio inicial, pero se puede estimar
que no sera menor que $7 ni mayor que $9, mientras que el valor mas posible es $8. Entonces, podemos
expresar P(0) = 7,, donde 7, = (7,8,9) es un NBT.

Analogamente, el precio marginal inicial es incierto, pero se sabe que toma un valor minimo de $0, un
valor maximo de $2 y un valor mas posible de $1. Por lo tanto, el precio marginal inicial queda expresado
por el NBT P'(0) = 7, = (0,1,2).

Los a-cortes de 7, y ¥, son:
Yox = @+ 7, —a + 9]
Vi« = [@, —a + 2]

La solucidn clasica de la ecuacion diferencial (6) considerando condiciones iniciales borrosas, de acuerdo
con lo expuesto en IV es un nimero borroso P.(t) para todo t € I con a-cortes

Pe(t, o) = [pc1(t, @), pe2(t, )]Vt € I,a € [0,1]
donde p;(t,a),i = 1;2 tiene derivadas respecto a ¢ hasta segundo orden. Sustituyendo los a-cortes de
P.(t,a) en (6):

[Plu(t: (X), pZH(tr (X)] +3 [pll(tJ (X), pZI(t' (X)] + 2 [pl (t: (X), D2 (t' (X)] = [120,120]
Si se aplica aritmética de intervalos se obtienen dos ecuaciones diferenciales con dos incognitas: p, (t, @)
y p2(t, @):
p; (t,a) +3pi(t,a) + 2p; (t,@) =120 i=1,2 (7)
La solucion general de las ecuaciones diferenciales dadas en (7), son:
p1(t, ) = Cie 2t + Cre™t + 30
po(t,0) = Cze™ 2t + Che™t + 30
Se reemplaza por las condiciones iniciales para obtener las constantes C; /i = 1...4
(X+7=61+Cz+30
a = _2C1 - Cz
—O(+2 = _2C3 _C4_

C, = —2a + 23, C,=3a—46, C3=2a+19 C, = —3a—40
pci(t, @) = (—2a + 23)e 2t + (Ba —46)e™t + 30
Pe2(t, ) = o+ 19)e %t + (—3a — 40)e~t + 30

Se analizan las condiciones para la existencia de la solucion clasica para:
Pe(t, @) = [pc1(t, @), pea(t, )] VE € I a € [0,1]

i) pci(t, @) i = 1,2 derivables respecto de a

ii) % = e 2(=2 + 3et) > 0Vt > 0 (Figura 1)

iii) "’% = e~26(2 — 3et) < OVt > 0 (Figura 2)

iv) pe1(t, 1) = pea(t, 1) = 21e72t — 43e7t 4+ 30

[12
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Figura 1. —
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Fuente: elaboracion propia.
4Py

da

05 10 15 20

[

. ap2
Figura 2. —
g Jda

Fuente: elaboracion propia.

Por lo tanto, se cumplen las condiciones para la existencia de la solucion clésica
pC(t' a) = [pl (t' a): P2 (t' (x)] vVt € 1, a € [0'1]
En la Figura 3 se muestran los o -cortes de nivel 0 y 1 correspondientes a P (t, ) .

t
0 1 2 3 4 5

Figura 3. a-cortes de nivel 0 y 1 para la trayectoria temporal P (t, a)
Fuente: elaboracion propia.
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A su vez tlim B, (t) = 30, o sea la borrosidad desaparece para ¢ tendiendo a infinito y el precio converge
—00

a $30. Las condiciones iniciales borrosas no inciden en la tendencia del precio cuando t — oo,

4.2. Trayectoria temporal de la deuda nacional

4.2.1. Caso nitido

Domar plante6 un modelo (Weber, 1984, Phagouapé, 1976, Allen 1960) para representar las relaciones
entre la renta nacional y la deuda nacional. Expresado en términos de ecuaciones diferenciales es:

D'(t) = ay(t)

, donde0<a<lyO<m<1
b = myeo g
Donde D(t) representa la deuda nacional e y(t) el ingreso o renta nacional.

La primera ecuacion indica que la tasa de endeudamiento es una proporcion fija del flujo de ingreso,
mientras que este ultimo varia también en una proporcion fija de su propio valor a través del tiempo.

Ademas, las condiciones iniciales son:
D(0) =Dy y D'(0) = ay,
De este modelo surge la ecuacion diferencial de 2° orden con coeficientes constantes homogénea:
D"(t)—-mD'(t)=0 (8)
La solucion general de dicha ecuacion diferencial es:
D(t)=C,+ C,e™
Para las condiciones iniciales dadas, la evolucion temporal de la deuda nacional es:

D(6) = Do+ yo (e™ —1) ©)

Ademas, podemos obtener de la segunda ecuacion del modelo, la trayectoria temporal del ingreso, con la
condicion inicial y(0) =y, :

y() =yoe™
De (8) se puede concluir que la deuda crece continuamente y también el ingreso, dado que:
tlim D(t) = tlim y(t) = oo

En este modelo es de especial interés el analisis de la relacion entre la deuda y el ingreso nacional:

2@
Bt = y(©)

D(t) _Do +% Yo (e™ —1)

y() Yo e™t

D(t) D, a 1
i (-2
y(t) Yo emt m emt
Para ¢ tendiendo a 0, surge la cota inferior del cociente:
. D() D,
im——=—
t>0y(t) Yo
Por otro lado, para ¢ tendiendo a infinito,

[14
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a

1
—)Oy% (1—m - —

D
Como —
Yo emt

D(t) _ a
t—oo y(t) “m (10)
Como conclusion, la relacion entre la Deuda Nacional y el Ingreso, B(t) = % tenderd a estabilizarse

. o a . . . .
en un valor asintdtico - cuando ¢ tiende a infinito, lo cual asegura una cota superior de la misma.

Se considera un caso de estudio.
D'(¢)=0.25 y(¢)
y()=my(t) m>0 (11)
D(0)=50 D'(0)=25

D(t ) representa la deuda nacional e y(t ) la renta nacional. La primera ecuacion de (11) indica que la

variacion de la deuda nacional es un 25% de la renta; mientras que la variacion de la renta es una
proporcion fija m de la renta actual. En la 3ra ecuacion se detallan los valores de la deuda y de la deuda

marginal para ¢, = 0.

Como D'(0) = 0.25 y,, yo = 100

Al derivar la primera ecuacion del sistema (10) respecto a ¢ queda:

D'(t)=0.25y/(¢)
Reemplazando la segunda ecuacion del sistema (10) en la expresion anterior, queda una ecuacion
diferencial de segundo orden con coeficientes constantes incompleta y homogénea con parametro m .

D"(¢) —mD'(¢) = 0

Para las condiciones iniciales dadas, la trayectoria temporal de la deuda nacional es:

Dt)= em:n_l (12)

Por otro lado, de la segunda ecuacion diferencial de primer orden del modelo, surge la trayectoria temporal
del ingreso nacional:

y(t) = 100 e™t
Ademas, la relacion entre deuda e ingreso, B(t), es:
D(H) 50 025 1
B(®) = e (-
y(t) 100e m e

Las cotas inferior y superior de B(t) son:

D®) _ Do _ 50 _ 1
llmB(t) —11 m = = 100 = 2

D) a 025
hm B(t) —11m — ==
too y(t) m m

(13)

Si se considera m = 0.3, es decir que el ingreso nacional varia 30 % de su renta actual, B(t) tendera a
estabilizarse en 0.83 cuando 7 tiende a infinito. En la Figura 4 se representa la deuda nacional y en la
Figura 5 el ingreso nacional, ambos casos param = 0.3.
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t
0 1 2 3 4

Figura 4. Trayectoria temporal de la deuda nacional para m = 0.3
Fuente. elaboracion propia.

t
0 1 2 3 4

Figura 5. Trayectoria temporal del ingreso nacional para m = 0.3
Fuente. elaboracion propia.

4.2.2. Caso con incertidumbre

Si la variacion del ingreso esta definida por una proporcion incierta del valor de la renta actual, y se puede
determinar un valor minimo, uno maximo y el mas posible de esta proporcion, entonces se puede
representar el parametro m con un NBT.

Sea M = (0.2,0.3,0.4) con a-cortes M, = [0.1a + 0.2, —0.1a + 0.4].

Para hallar la solucién clasica D, se debe hacer borrosa la ecuacion nitida (8) y luego resolverla. Dadas
las condiciones iniciales nitidas, la solucion, si existe, serd un ntimero borroso D¢ (t) para todo t € I con
o-cortes

De(t, o) = [dey(t, @), dep(t, )] VE € 1, a € [0,1]

donde d;(t,a),i = 1; 2 tienen derivadas respecto a ¢ hasta segundo orden. Sustituyendo los a-cortes de
D¢ (t,a) y sus derivadas en (8):

[det""(t, ), dey"”' (8, )] — Mg [dey (2, @), de (8, )] = [0,0]
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Si se aplica aritmética de intervalos en la ultima expresion, considerando que M y D’ son mayores que 0,
se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden con dos incognitas: dqq(t, ) y
dea(t, ).

dei(t,a) = (—0.1a+0.4) dg,(t,a) =0

de,(t,a) = (0.1 a +0.2) dei(t,a) =0

Dada la complejidad para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales y la posibilidad que la solucion
hallada no defina un nimero borroso para las condiciones iniciales dadas, se calculara la solucion basada
en el Principio de Extension, que sabemos que siempre existe.

La solucion nitida de la ecuacion diferencial del modelo planteado, dada en (12) es

D(t) = 50 + 25

emt_1
m

, donde op >0veE=>0
aom

Se emplea el Principio de Extension para obtener D, (t):
De (t, (X) = [del (t' (X), deZ (tr (X)]

e(0.104+02)t_4 e(-01a+0.4)t_q

d,.(t,a) = 50 + 25 d,,(t,a) = 50 + 25

0.1a+0.2 —-0.1a+0.4

En la Figura 6 se muestran los a-cortes de 59 (l‘) paraa=0ya = 1.

1000 -

800

200

Figura 6. a-cortes de nivel 0 y 1 para la trayectoria temporal 5@ (t)

Fuente: elaboracion propia.

Se puede observar que la diferencia entre d,q (t, @) y d,,(t, @) aumenta cuando t — o . Ademas, si se
fija un nivel de la deuda se podra encontrar el intervalo de tiempo dentro del cual tomara el valor fijado.

Por otro lado, el ingreso nacional es:
0
y(t) = 100 e™ donde % >0VvVt=>0

Como y(t) depende del parametro borroso, se emplea el Principio de Extension para obtener sus a-cortes.
Ye () = [Yer (£, 0); Yer (£, ) |
Donde Ve1(t,a) = 100 (01 a+0-2)¢
Ve2 (t, O() =100 e(—0.1a+0.4)t
En la Figura 7 se muestra los a-cortes de y,(t) paraa =0ya =1
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190

100

t
0 2 4 6 8 10

Figura 7. a-cortes de nivel 0 y 1 para la trayectoria temporal y,(t)
Fuente: elaboracion propia.

Para el parametro m incierto y expresado por el NBT, la cota inferior de B(t) no varia y es igual a 0.5
(13), mientras que la cota superior por (10) es:

0.25
lim B(t) :7

t—oo

025 025 )
-0.1a+0.4 ’ 0.10+0.2

Jim 5 = (14

Se observa que para el caso en el que el parametro m sea incierto y esté expresado por el NBT
M = (0.2,0.3,0.4) la relacion entre la deuda y el ingreso tendera a estabilizarse cuando ¢ tienda a infinito

en un valor asintdtico no menor que 0.625, no mayor que 1.25, y uno maés posible de 0.83, que
corresponden al nimero borroso de forma triangular C~ (0.62 5,0.83,1.2 5) expresado por sus a-cortes
en (14).

5. Comentarios finales

La teoria de conjuntos borrosos permite construir modelos adecuados a partir de realidades inciertas que
presentan vaguedad de forma intrinseca, es decir que cualquier intento de hacer exactos los elementos
utilizados lleva a una simplificacién que cambia los términos en los que se plantean los problemas o
conduce a soluciones no reales.

En este trabajo se han analizado aplicaciones de la dindmica econémica que se modelizan a través de la
ecuacion diferencial y” (t) + a1y’ (t) + agy(t) = g(t)/t € I =[0,T],T > 0 A g(t) continua en I, en un
primer caso para condiciones iniciales nitidas y borrosas; y en un segundo caso para condiciones iniciales
nitidas con un parametro cierto y borroso.

Para las ecuaciones diferenciales borrosas consideradas en este trabajo, Buckley & Feuring (2001)
demostraron que la solucion clasica no siempre existe, pero si es posible hallar en todos los casos la
solucion basada en el Principio de Extension, ademds para a;, ay > 0, si Y,.(t) existe, entonces ¥, (t) <
AGH

En el primer caso analizado de la trayectoria temporal del precio en condiciones de incertidumbre se puede
observar que gl_)l‘{)lo P. (t) = 30, por lo que las condiciones iniciales borrosas no inciden en la tendencia del

precio cuando t — oo.
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En el modelo de Domar presentado, tanto para el parametro m nitido como incierto (expresado por un
NBT) se verifica que el cociente entre D(t) e y(t) esta acotado siempre que el ingreso tenga una tasa
proporcional a su valor para afrontar la creciente deuda, donde m gobierna el crecimiento del ingreso
nacional. Si m es un niimero cierto el cociente tendera a un nimero real cuando t — oo, mientras que, si
m es un NBT, el cociente tendera a un nimero borroso de forma triangular.

Queda pendiente avanzar en el estudio de las ecuaciones diferenciales lineales en situaciones de
incertidumbre para ser utilizadas en la resolucion de otro tipo de problemas con variables borrosas, ademas
de los presentados en este trabajo.
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